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Abstract We prove a spécial case of the following conjecture of Zilber-Pink generalising the 
Manin-Mumford conjecture : let X he a curve inside an Abelian variety A over Q, provided X is 
not contained in a torsion subvariety, the intersection of X with the union of ail subgroup schemes 
of codimension at least 2 is finite ; we settle the case where A is a power of a simple Abelian 
variety of CM. type. This généralises the previous known resuit, due to Viada and Rémond-Viada 
(who was able to prove the conjecture for power of an elliptic curve with complex multiplication). 
The proof is based on the strategy of Rémond (following Bombieri, Masser and Zannier) with 
two new ingrédients, one of them, being at the heart of this article : it is a lower bound for the 
Néron- Tate height of points on Abelian varieties A/K of CM. type in the spirit of Lehmer's 
problem. This lower bound is an analog of the similar resuit of Amoroso and David i3j on Gl,!^ 
and is a généralisation of the theorem of David and Hindry [T^ on the abelian Lehmer's problem. 
The proof is an adaptation of [12j using in our abelian case the new ideas introduced in [3]. 
Furthermore, as in [3] and adapting in the abelian case their proof, we give another application 
of our resuit : a lower bound for the absolute minimum of a subvariety V of A. Although lower 
bounds for this minimum were already known (decreasing multi-exponential function of the degree 
for Bombieri-Zannicr), our methods enable us to prove, up to an e the optimal rcsult that can be 
conjectured. 
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1 Introduction 
1.1 Introduction 

Dans cet article nous nous intéressons à la généralisation suivante de la conjecture de Manin- 
Mumford : soit G une variété semi-abélienne sur Q et A une courbe contenue dans G ; soit G'''' 
l'union de tous les sous-groupes algébriques non nécessairement connexes de G de codimension 
> r, on demande pour quelles valeurs de r l'intersection AnG^'"! est finie. La conjecture de Manin- 
Mumford correspond au cas r ~ dimG (en effet gI'*™'^] = G(Q)tors)- De plus pour avoir un r 
aussi petit que possible, il faut visiblement supposer que X n'est contenue dans aucun sous-groupe 
algébrique strict de G. L'énoncé est faux pour r = 1 et la conjecture optimiste est r = 2. 

Nous obtenons ici {cf. théorème 11.3p . en suivant une stratégie développée par Bombieri-Masser- 
Zannier [8j , Viada [38] puis Rémond [29] , le résultat optimal r = 2 pour les variétés abéliennes de la 
forme A = _B" où B est une variété abélienne de type CM. simple. La preuve est notamment basée 
sur deux raffinements : d'une part une amélioration (faisant l'objet de la prépublication séparée 
[77] ) dans le cas des variétés abéliennes de type CM., d'un résultat de Masser [TO] concernant 
le problème de la borne (non-uniforme) sur la torsion ; d'autre part un raffinement du résultat 
minoration de hauteur principal de David et Hindry [12j sur le problème de Lehmer pour les variétés 
abéliennes de type CM. C'est la preuve, par des techniques d'approximation diophantienne ou de 
transcendance, de ce dernier raffinement qui est au coeur du présent article. 

Ce type de problème (intersection de courbes et de sous groupes) a tout d'abord été traité dans 
[S] dans le cas de G'^ pour lequel ils obtiennent un résultat essentiellement optimal : r=2 mais 
leur hypothèse sur G est légèrement plus forte. Leur méthode (et l'obtention du résultat r = 2) 
a ensuite été étendue par Viada [38] . complété par Rémond- Viada '31], au cas d'une variété 
abélienne de la forme A = avec E une courbe elliptique à multiplication complexe. Rémond 
[^ a finalement étendu la stratégie (mais pas le résultat optimal) au cas d'une variété abélienne 
quelconque. Néanmoins il n'obtient pas de nouveau résultat optimal inconditionnel (son résultat 
incondionnel étant loin de l'optimalité, voir par exemple le théorème [Ç] ci-dessous pour le cas CM). 
Par contre il montre qu'une très bonne minoration, conjecturale, de la hauteur des points non de 
torsion (cf. la conjecture 11.21 ci-après ainsi que la remarque qui suit) entraîne r — 2 pour G = A 
variété abélienne. 

Ainsi notre résultat permet de passer du cas d'une puissance d'une courbe elliptique de type CM. 
à une puissance d'une variété abélienne de type CM., simple de dimension quelconque. Avant de 
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donner les énoncés précis, indiquons dès à présent que notre énoncé clé de minoration de hauteur 
(théorème ll.ip est l'analogue dans le cas des variétés abéliennes de type CM. du résultat de 
Amoroso-David ^3^ dans le cas de GJJ:^. De plus notre preuve est une combinaison des preuves de 
[12j et [3] : nous reprenons le fil de la preuve de |12| en introduisant dans notre cadre abélien les 
idées nouvelles de [3]. 

Par ailleurs, comme il est fait dans ^ pour GJ^ et suivant leur preuve nous tirons du résultat de 
minoration de hauteur une seconde application {cf. théorème 11.2p . elle aussi liée aux problèmes 
de minoration de hauteurs dans les variétés abéliennes. Finalement nous indiquons en appendice 
deux derniers résultats concernant les problèmes de minoration de hauteur. Le premier donne une 
preuve du fait (qui est précisé en appendice) que "une bonne minoration de la hauteur des points 
d'ordre infini modulo toute sous-variété abélienne sur une variété abélienne entraîne une bonne 
minoration de la hauteur de tous les points d'ordre infini" . Le second est une preuve de ce que le 
problème de Lehmer abélien de |12j (cf. leur conjecture 1.4) est équivalent au problème a priori 
plus fort, dit multihomogène {cf. la conjecture 1.6 de [H]). Dans le cas de Gl,!^ cette équivalence 
avait déjà été notée et démontrée par Amoroso et David dans leur article [T]. Nous adaptons en 
appendice leur preuve au cas des variétés abéliennes. 



1.2 Énoncés 

1.2.1 Problèmes de minoration de hauteur 

Le résultat que nous obtenons (théorème ll.ip généralise le résultat principal de [12] . Il s'agit de 
l'analogue du même résultat pour GJ^ démontré dans [3J. Notre preuve suit la preuve de [12] en 
utilisant dans notre cadre abélien les idées nouvelles introduites dans [^ . Par ailleurs, tout comme 
cela était fait dans T pour le cas de G"j nous remplaçons dans le résultat le degré [K{x) : K] 
par l'indice d'obstruction {cf. définition 11.2. ip . Une telle possibilité avait déjà été notée dans |12| . 
L'application la plus frappante de ce résultat concerne les problèmes d'intersection de courbes 
et de sous-groupes algébriques et est détaillée plus bas dans la sous-section suivante. Enfin tout 
comme [3] dans le cas de GJ^ et en adaptant leur preuve au cadre abélien nous donnons une 
autre application de notre résultat : le théorème 11.11 concernant la minoration du minimum absolu 
des sous- variétés de variétés abéliennes de type CM. Dans ce qui suit nous utilisons librement la 
notion d'indice d'obstruction ôc rappelée plus loin dans l'introduction. 

Conjecture 1.1 (Problème de Lehmer abélien) Soient A/K une variété abélienne sur un 
corps de nombres et C un fihré en droites symétrique ample sur A. Il existe une constante stric- 
tement positive c{A/ K, C) telle que pour tout point P G A{K) d'ordre infini modulo toute sous- 
variété abélienne .stricte de A, on a 

Mp) > (I) 

oc.k{P) 

De plus, en terme du degré D = [K{P) : K], on a pour tout point P G A{K) qui n'est pas de 
torsion 

Dm 

où gç) est la dimension du plus petit sous-groupe algébrique contenant le point P. 

Dans cette direction, David et Hindry obtiennent le résultat suivant (c'est le théorème 1.5 de [12]) : 



Théorème A (David-Hindry |12j ) Soient A/K une variété abélienne de type CM. de dimen- 
sion g sur un corps de nombres et munie d'un fihré en droites ample et symétrique C II existe une 
constante strictement positive c{A/ K, C) telle que pour tout point P G A{K) d'ordre infini modulo 
toute sous-variété abélienne stricte de A on a 

hc{P)> ^^^^^'^^ f\oglog3DY^'^ 



Di V log2Z? 
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où K{g) est une fonction explicite de g et D = [K{P) : K]. 

Par ailleurs, ils énoncent un problème de Lehnier "niultihomogène" a priori plus fort que le 
problème de Lehmer abélien {cf. le paragraphe IA.2I de l'appendice du présent article). Ils se de- 
mandent également dans quelle mesure leur théorème^lpourrait être raffiné afin de dire des choses 
sur la deuxième partie du problème de Lehmer abélien. Enfin, ils indiquent qu'il serait intéressant 
de quantifier l'hypothèse "d'ordre infini" en terme du degré de la plus petite sous- variété de torsion 
pouvant contenir le point. 

Dans notre présent article nous répondons entre autres à toutes ces questions, dans un cadre raffiné 
plus précis. Nous formulons notre résultat principal (et la preuve) en utilisant des indices d'obstruc- 
tions. Avant d'énoncer précisément nos résultats, commençons par définir l'indice d'obstruction 
suivant [12] définition 1.2 : 

Définition 1.1. Soient A/K une variété abélienne, £ un fibré en droites ample et symétrique, 
P un point de A{K) et F/K une extension algébrique. On définit l'indice d'obstruction de P 
relativement à C et F, et l'on note 5c.f{P), par 

Sc,f{P) = niin|(deg£^ X) "'"^'"^^ | X sous-F-variété stricte de Ap, telle que P £ X(K)^ , 

où l'on a noté Cp le faisceau sur Ap tiré en arrière de C par la projection naturelle de ^j;^ sur 
A. Plus généralement on peut définir V indice d'obstruction (relativement à C et F), pour une 
s ous-K- variété V de A-j^ : 

6c,f{V) = min |(deg£^ X^ codimx | ^ sous-F-variété stricte de Ap^ telle que C x| , 
— F 

on l'on a noté V l'image schématique de C A-j^ dans Ap. 



Remarque 1.1. En considérant la variété {P} , image schématique de P G A-^ dans Ap, on 
constate immédiatement que 

5cAP) < [F{P):F]^. 

On notera Sc.tors l'indice d'obstruction relatif au corps Ktors = ^(^tois)- Par ailleurs dans la suite, 
comme on travaille avec un fibré en droites C fixe, on l'omettra régulièrement dans la notation 
de Sc,p afin de ne pas trop alourdir les notations. Ceci étant, on peut maintenant énoncer le 
raffinement attendu du problème de Lehmer : 

Conjecture 1.2 (Problème de Leiimer abélien relatif) Soient A/K une variété abélienne 
sur un corps de nombres et C un fibré en droites ample et symétrique. Il existe une constante 
strictement positive c{A/ K, C) telle que pour tout point P G A{K) d'ordre infini modulo toute 
sous-variété abélienne stricte de A on a 



-'-C.tors 



Remarque 1.2. Cette conjecture n'englobe a priori que la première partie de l'énoncé du 
problème de Lehmer abélien de David et lîindry. Mais comme nous le montrons dans l'appen- 
dice (corollaire IA.1[) . la seconde partie du problème de Lehmer abélien de [12] est en fait une 
conséquence de la première. 

Dans un précédent travail, 26J, nous avons obtenu dans le cas de ce problème de Lehmer rela- 
tif un résultat, optimal à des puissances de logDtors près, dans le cas des courbes elliptiques à 
multiplication complexe. En direction de cette conjecture, nous obtenons, dans le cas des variétés 
abéliennes de type CM., un résultat, essentiellement optimal pour le terme principal. Pour tout 
entier n, on note if„ _ftr(yl[n]) l'extension engendrée sur K par le groupe des points de torsion 
A[n]. OnaXtors-U„>i^(^W)- 
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Théorème 1.1 Soit A/K une variété abélienne de type CM. de dimension g sur un corps de 
nombres et munie d'un fibre en droites ample et symétrique C. Il existe une constante strictement 
positive c{A/ K, C) telle que pour tout point P £ A{K) et pour tout entier n, on a l'alternative 
suivante 

»n Y h <AIK,C) ( \og\ogi[Kr,:K]5c,KAP) \ ^'^'^ 

'^^"^^ - -SZUp) [ log2 [K,r.K]Sc^.AP) ) ' 
avec K{g) ^ (g + 1)!(25 + 5)(5 + 2){2g.gl)s ; ^ ^ 

soit le point P est contenu dans une sous-variété de torsion stricte, B, de Ak„, définie sur Kn, 
de degré majoré par 



i? " < c{A/K, C)-Hc,K„ (P) (log 2 [Kn : K] Ôc,k„ (P)) 



Remarque 1.3. Un peu plus généralement le même énoncé est valable pour toute extension L/K 
abélienne telle que son discriminant disc{L / K) vérifie 

^ logdisc(L/if) < ci{A/K,£) (log[i : K]f . (3) 



[L:K] 

Notamment (cf. la preuve du lemme 12. 3p ceci est vrai pour toute extension K C L C Kn telle que 
logiy9(n) <C log[L : K]. Par exemple, on peut voir que le théorème précédent reste valable pour 
tout n avec L — K{Tn) oii r„ est un point de torsion de A d'ordre no 

Comme dit précédemment il s'agit ici de l'analogue d'un résultat de Amoroso et David obtenu 
dans ^ pour le groupe multiplicatif GJ^. 

Remarque 1.4. En appliquant la remarque 1.2, on déduit du théorème 11. Il le même énoncé avec 
^c,Kr,{P) remplacé par le degré [Kn{P) ■ Kn]'^ . 

On a ici quantifié l'hypothèse "P est d'ordre infini" par une borne sur le degré de la plus petite sous- 
variété de torsion contenant le point P. Notons que ce type de résultats, rarement mis en évidence, 
contient la plupart du temps des informations arithmétiques supplémentaires. On donne d'ailleurs 
ici, suivant la preuve du résultat analogue pour G"j duc à Amoroso-David [3J, une conséquence 
de cette quantification. Il s'agit d'une minoration du minimum absolu des sous-variétés non de 
torsion de A" où A/K est une variété abélienne simple de type CM. Pour cela on introduit deux 
notations : on pose le fibré C^" sur A" déduit d'un fibré ample et symétrique C sur A. Par 
ailleurs, on note 

v*^v\\Jb, 

où l'union porte sur les sous- variétés B de torsion incluses dans V. On donne dans l'énoncé suivant 
une minoration du minimum absolu d'une variété non de torsion. Notons que l'on ne la suppose 
pas irréductible. 

Définition 1.2. Supposons que la variété abélienne A soit plongée dans un espace projectif P„ ; 
notons TZ l'anneau des coordonnées de P„ ; on dira qu'une sous-variété V de A peut être définie 
incomplètement par des équations de degré < L si V est une composante isolée de A n Z{X) où T 
est un idéal homogène de TZ engendré par des polynômes de degré au plus L. 

Théorème 1.2 Soit A/K une variété abélienne simple de type CM., plongée dans un espace 
projectif par un fibré en droites ample C, et n > 1 un entier. Il existe une constante strictement 
positive c{A/ K, C,n) telle que : pour toute sous-variété (non nécessairement irréductible) V de 
A", définie sur une extension Kr := K{A[r])/K pour un certain entier r, incomplètement définie 



-"^Notons que l'inégalité ^ n'est pas toujours vérifiée comme le montre l'exemple Q C Q(v^) C <Q(A[/]) avec l 
premier congru à 1 modulo 4. 
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dans A" sur par des équations de degré au plus Dmc, alors on a pour tout point K -rationnel 
P de V* : 

^ ^ c{A/K,C,n) nog\og3[Kr : JC] Anc V^^^ 

^"^ '- Ane l l0g3[if, :if]Anc J ' 

avec K{g) = (.g + iy.{2g + 5){g + 2)i2g.g\)s. 



Notons {cf. par exemple [llj p. 790) que V est toujours incomplètement définie par des équations 
de degré au plus ci{A/ K, C, n) deg£ V . En notant /^*(V^) le minimum absolu de V {i.e. le minimmu 
des hauteurs des points de V^), on obtient en corollaire : 



Corollaire 1.1 Soit A/K une variété abélienne simple de type CM. et n > 1 un entier. Il existe 
une constante strictement positive c{A/K,n) telle que : pour toute sous-variété (non nécessaire- 
ment irréductible) V/K de A", non de torsion et définie sur K, on a : 

^,^^^^c{A/K,n) ^loglogSdeg^y^"^^^ 



deg£T/ V logSdeg^F 
avec K{g) = (g + 1)!(25 + 5)ig + 2)i2g.gl)s. 



Ceci rend effectif les résultats de Bombieri et Zannier [TT] , et raffine ceux de David et Philippon [13] 
concernant ce même problème. Plus exactement en suivant la preuve de [TT], on constate qu'ils 
obtiennent une minoration effective mais qui est multiexponentielle en le degré, au lieu d'être 
comme ici linéaire. Concernant le résultat de |13j . bien qu'il ne soit pas explicitement rédigé, 
on peut voir qu'ils obtiennent comme conséquence de leur théorème principal, une minoration 
polynomiale en le degré. 



1.2.2 Intersection de courbes et de sous-groupes 

Soient A/Q une variété abélienne (définie) sur Q, X/Q une courbe géométriquement irréductible 
de A et r un entier positif ou nul. Comme dit précédemment on considère l'ensemble 

:= U cm 

codim G>r 

OÙ l'union porte sur les sous-groupes algébriques non-nécessairement connexes de A de codimension 
au moins r. De manière indépendante, Zilber ([4Ô] Conjecture 2) pour les variétés semi-abéliennes 
et Pink ( |23j Conjecture 1.3) pour les variétés de Shimura mixtes, ont formulés une conjecture qui, 
dans le cas des courbes incluses dans une variété abélienne sur Q se spécialise en la suivante : 

Conjecture 1.3 (Zilber-Pink, cas particulier) Soient A/Q une variété abélienne et X/Q 
une courbe dans A géométriquement irréductible. Si X n'est pas contenue dans un sous-groupe 
algébrique strict de A, alors l'ensemble X{Q) n A^^^ est fini. 

Rémond [52] a montré que la conjecture précédente est vraie si une très bonne minoration (conjec- 
turale) des points d'ordre infini de A est vraie : 

Théorème B (Rémond [29]) Si la conjecture \1.2\ est vraie pour toute variété abélienne alors la 
coniecture \1.3\ est vraie pour toute variété abélienne. 

Par ailleurs dans le cas des variétés abéliennes de type CM, Rémond [2S] obtient un résultat 
inconditionnel, mais sensiblement plus faible que la conjecture 11.31 : soit A une variété abélienne 
de type CM, géométriquement isogène au produit ni!li 1"3S Ai sont des variétés abéliennes 

simples de dimension respective gi, deux à deux non- isogènes. 
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Théorème C (Rémond [29]) Soient A/Q une variété abélienne de type CM et X une courbe 
dans A non contenue dans un sous-groupe algébrique strict, alors X(Q) H ^[^+2I^i=i ff>l est fini. 

En utilisant notre résultat de minoration de hauteur {cf. théorème 11.11 ci-dessus) ainsi qu'un 
résultat faisant l'objet d'un article séparé [27] concernant la torsion dans les variétés abéliennes 
de type CM., nous améliorons ceci et obtenons un résultat optimal dans le cas d'une puissance 
d'une variété abélienne simple de type CM. : 



Théorème 1.3 La conjecture \l.S\ est vraie pour toute variété abélienne A de type CM., isogène 
à une puissance d'une variété abélienne simple. 



Remarque 1.5. Dans les énoncés précédents fthéorèmes [Cl et [T73)) nous avons utilisé l'hypothèse 
X contenue dans aucun sous-schéma en groupes de A, distinct de A. Dans son article [29] . Rémond 
utilise en fait une hypothèse plus forte : il suppose que X est transverse {i.e. contenue dans aucune 
translatée de sous- variété abélienne). En fait le corollaire 1.1 de |30| et sa preuve montrent que 
l'on peut dans nos énoncés dans le cas des variétés abéliennes, remplacer l'hypothèse X transverse 
par l'hypothèse plus faible X contenue dans aucun sous-schéma en groupes de A, distinct de A. 
C'est ce que nous avons fait ici. 

On peut en fait énoncer un résultat optimal dans un cadre un peu plus vaste qu'une puissance d'une 
variété abélienne simple de type CM. Considérons pour cela une notion introduite formellement 
dans [27] : 

Définition 1.3. Soit A/K une variété abélienne quelconque sur un corps de nombres. On définit 
un invariant ^{A) par 

7(A) = inf {x > I 3C> 0, yP/K finie, |A(F)tors| < C[F : Kf} . 

Le seul résultat connu en toute généralité pour cet invariant est dû à Masser [19J : il obtient 

l{A) < g. 

Par ailleurs, dans [27j l'auteur a obtenu une reformulation combinatoire de cet invariant 7(^4) dans 
le cas d'une variété abélienne A/K géométriquement simple de type CM. En particulier, dans le 
cas d'une telle variété abélienne, le corollaire 1.13 de [57] donne la majoration 

7(A) < 



2 + log2 g 



où g = dimA et logj est le log en base 2. Cette majoration raffine celle de Masser : si g > 2 alors 
j{A) < g. De plus dans le cas d'une variété abélienne CM de type non-dégénéré {i.e. ayant un 
groupe de Mumford-Tate aussi grand que possible, donc de dimension g-\- 1) on montre même que 
7 (A) est beaucoup plus petit : 7 (A) — 

Soit A/K une variété abélienne. Elle est isogène à un produit : n"=i où les Ai sont simples et 
deux à deux non-isogènes, de dimension gi. On montre au paragraphe [5] que si X est une courbe 
transverse de A et si A est de type CM., alors 



min gi > j{Ai) =^ X{K) n ^I^l 



< +00. 



Plan de l'article : les paragraphes 2 et 3 sont consacrés à la preuve du théorème 11.11 concernant 
le problème de Lehmer, le paragraphe 4 est consacré au théorème 11.31 concernant le problème 
d'intersection de courbe et de sous-groupes et le paragraphe 5 au théorème 11.21 concernant le 
minimum absolu. L'appendice explique les liens entre les parties (1) et (2) du problème de Lehmer 
abélien ainsi que les liens entre le problème de Lehmer abélien et sa variante multihomogène 
(conjecture ! A. ip formulée par David et Hindry. 
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Plus précisément, au paragraphe 2 nous donnons une majoration du discriminant absolu de l'ex- 
tension K{A[n\)/Q dont nous aurons besoin dans l'application du lemnie de Siegel. Nous faisons 
également dans ce paragraphe les rappels nécessaires sur les isogénies de Frobenius. Classique- 
ment depuis le résultat de Dobrowolski concernant le problème de Lehmer, c'est essentiellement 
en utilisant des transformés par ces isogénies d'un point P, dont on suppose par l'absurde qu'il 
ne vérifie pas la conclusion du théorème ll.f [ que nous allons extrapoler. Il y a ceci dit ici une 
différence, dans la mesure où l'on travaille, non plus sur K mais sur iîr(A[n]) : on considérera 
plutôt des tordus de ces points par un certain automorphisme de Gal{K/K), un Frobenius de 
l'extension abélienne K{A[n\)/K. Au paragraphe 3, et avec la différence précédemment indiquée, 
nous donnons la preuve du théorème II. Il en suivant ce qui est fait dans [12] et avec les idées 
nouvelles introduites dans [3]. Notons tout de même une autre différence par rapport à [12] : on 
travaille avec les indices d'obstruction alors que dans [I2j la preuve est faite avec le degré D. Il 
y a donc certaines modifications supplémentaires à faire. Ceci étant la preuve est une classique 
preuve d'approximation diophantienne, avec un lemme de Siegel (le théorème de Bombieri-Vaaler 
qui nous permet d'avoir un contrôle explicite de la dépendance en le corps sur lequel on travaille), 
un lemme de zéros et, comme dans [12] une descente finale où l'on réitère g fois l'ensemble de 
la preuve pour pouvoir conclure. Dans ce paragraphe 3 nous avons choisi d'insister plus parti- 
culièrement sur les points qui diffèrent par rapport à I2' en renvoyant à cette référence lorsque 
cela s'avérait nécessaire. 

Au paragraphe 4, nous donnons une preuve, suivant la stratégie de |29j . du théorème 11.31 en 
utilisant notre résultat sur le problème de Lehmer. 

Au paragraphe 5 nous donnons une preuve par récurrence sur n du théorème 11.21 basé sur notre 
théorème II.II et suivant la preuve de dans le cas de GJ^. On utilise ici à plein l'alternative 
démontrée dans le théorème II .11 

Enfin dans l'appendice nous montrons, que la partie (2) du problème de Lehmer abélien fTTj entraîne 
sa partie (I) ; autrement dit, si l'on sait minorer la hauteur des points qui ne sont contenus dans 
aucune sous- variété de torsion, alors on sait en fait aussi bien minorer la hauteur de tous les points 
non de torsion. Ceci nous permet de raffiner, dans le cas des variétés abéliennes de type CM. un 
résultat de Masser [19] sur la minoration des points d'ordre infini. Dans le second et dernier sous- 
paragraphe de l'appendice, nous montrons que la conjecture multihomogène de David et Hindry 
lA.ll est en fait une conséquence du problème de Lehmer abélien. 



2 Préliminaires arithmético-géométriques 

Dans la suite de l'article nous introduisons un certain nombre de constantes c^. Nous indiquerons 
en général entre parenthèses de quoi dépend cette constante (par exemple Ci{A/K) dépend de 
A/K, Ci{C) dépend de £...). Si toutefois aucune dépendance n'est explicitement indiquée, c'est 
que la constante dépend uniquement des données A/K et C. 



2.1 Ramification 

On travaille ici et comme partout avec une variété abélienne A/K où K est un corps de nombres. 

Notations. On note la Jonction d'Euler et, si L/ F est une extension finie de corps, on note 
'Dj^jp la différente de L/F. Par ailleurs, si n est un entier, on note Kn — K{A[n]) l'extension de 
degré à.Qg{Kn/ K) de K engendrée par les points de torsion d'ordre divisant n de A{K). Dans ce 
qui suit, on s'intéresse à une majoration du discriminant absolu, disc(iir„), de Kn/Q- On donne 
de plus une majoration du nombre et de la taille des premiers qui se ramifient dans Kn- 



Lemme 2.1 Si n un entier strictement positif, on note ^{n) le nombre de premiers deux à deux 
distincts divisant n. On a les inégalités : 

1. Pour tout entier n > 2, on a u}{n) < ^-^^f^^- 

2. Pour tout entier n assez grand, on a uin) < 
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Démonstration : Le point 1. est un exercice facile et le point 2. est un résultat classique que l'on 
peut par exemple trouver dans j37| . □ 

Lemme 2.2 Soit n un entier strictement positif. On écrit sa décomposition en facteurs premiers 
n = ri-P"' • On a 

uj{n) 

Démonstration : C'est un simple calcul : 

yip^u vi.pT) n ('^(po + 1) < 2c-'^<'i"-i> n v^pt) n '^(po 

i=l Qi>2 Qi = l ai>2 Qi = l 



où l'on a utilisé le lemme [^?T] précédent dans la dernière inégalité. □ 

Lemme 2.3 On suppose ici que A/ K a partout bonne réduction. 

1. Il existe une constante strictement positive ci{[K : Q]) telle que pour tout n>\, on a 

disc(if„) < (deg(X„/X))^i^°s(/^„/^)iogdcg(K„/K)^ 

2. Il existe une constante Ci {K) telle que le cardinal des premiers ramifiés dans est majoré 
par Ci{K) + log((C(n). 

Démonstration : Pour le point (1) : soient p un idéal premier de K au-dessus d'un nombre premier 
p et un idéal premier de Kn au-dessus de p. Soient v la place associée à p, wk la place associée 
à p et WK„ celle associée à Soient tt, ■ïïk, t^k^ les uniformisantes associées à ces idéaux. Si e(p) 
(respectivement e(*P)) est l'indice de ramification de p sur p (respectivement de ^ sur p), on a 

WK„(7r) = e(p)w/f„(7rK) = e(p)e(<P)wK„ (tt^^) = e(p)e(<P), et, ^^(Tr) = e(p). 

On sait par le Theorem 1. de [34] (voir également la proposition 18 de [35]) que, si la variété 
abélienne A a bonne réduction en p, alors l'extension Kn/ K ne peut être ramifiée en p que si p 
divise n (c'est le sens facile du critère de Néron-Ogg-Schafarevitch). On a donc 

Or la proposition 13 de j33j et la remarque suivant cette proposition nous donne la borne : 

orà^{VKjK) < em - 1 + WKÂem) = - 1 + e{^)e{^)v{e{^)). 

Par ailleurs, l'indice e(*P) étant inférieur à Aeg{Kn/ K), on a v{e{^)) < ^"g '^^^^^^^^^ . Ainsi, on 
obtient la minoration 

ord<p(î?K„/K) < ^e(q3)logdeg(if„/if). 
Par transitivité et par définition du discriminant disc(if„) on a 

disc(if„) = (Disc(X„/i^))Disc(i^/Q)<i°s(^./^) = s(^"/^)iV^" {V{KJK)) , 

< Y^pC3T.^sip fmem^ogdcg{K^/K) ^ ■J-j-pC3dcg(if„/iï)logdog(iï„/i<-)_ 

p\n p\n 
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Le formalisme de l'accouplement de Weil nous indique que /i„ C Kn, donc pour les degrés que 
deg{Kn/Q) > f{n). Ainsi, en utilisant le lemme précédent, on peut conclure : 

disc(i^„) < <^(„)3c3dcg(K„/A:)iogdcg(A:„/K) < jgg(-^^/Q)3c3dcg(K„/K)iogdcg(K,./K)^ 

Concernant le point (2), on constate que p est ramifié dans Kn si et seulement si il est ramifié 
dans K ou s'il est non ramifié dans K mais tel qu'il existe un premier p de X au dessus de p se 
ramifiant dans Kn- Le sens facile du critère de Néron-Ogg-Schafarcvitch et le point (1) du lemme 
12.11 permettent de conclure. □ 

Corollaire 2.1 // existe une constante strictement positive C2 telle que pour tout n > 1, on a 
log (disc(if„)^^'«(«"/«)) < C2 i\ogdeg{Kn /K) f . 

Démonstration : C'est immédiat. □ 

Remarque 2.6. Cette estimation n'est très certainement pas optimale, mais elle est simple à 
obtenir et nous suffira. 

2.2 Frobenius et isogénies admissibles 
2.2.1 Morphismes de Frobenius 

Notations. Si K est un corps de nombres, on note Ok son anneau d'entiers, v une place finie de 
K, et ky le corps résiduel associé à v. 

Si A/K est une variété abélienne, on note A/Ok son modèle de Néron, et A^/ky la fibre spéciale 
correspondant à la place finie v. Rappelons la propriété universelle du modèle de Néron : si X/Ok 
est lisse, de fibre générique X/K, tout iiT-morphisme X ^ A se relève de manière unique en 
un Cjf-morphisme X A. ha propriété universelle du produit fibré Ay = A x Ok permet 
d'associer naturellement à tout Oif-endomorphisme de A un fc^j-endomorphisme de Ay. En utilisant 
la propriété universelle du modèle de Néron, on en déduit une flèche naturelle 

* :EndA-(A) ^EndfeJA,). 

Cette flèche n'est en général pas surjective, mais on peut par contre montrer qu'elle est injective 
aux places de bonne réduction. 

Sur la variété Ay/ky, on dispose d'un endomorphisme particulier : le morphisme de Frobenius 
Frob„, correspondant en coordonnées projectives à l'élévation à la puissance q = N(t;), oii N{v) 
est la norme K/Q de v. Dans le cas CM., un théorème de Shimura-Taniyama permet d'affirmer 
que le morphisme Frob„ se relève en presque toute place : 

Proposition D (Shimura-Taniyama) Soit A/K une variété abélienne de type CM. Notons 
Yii—i^i 'g produit de corps de nombres qui est inclus dans End-j^(^) Q et tel que J2l=i[-^i ■ 
Q] = 2dimA. On suppose que le corps de nombres K contient tous les Ki, et que 01=1 est 
inclus dans Endif (A). Alors, pour toutes les places sauf évntuellement un nombre fini d'entre elles, 
r endomorphisme Frob„ se relève en un K -endomorphisme ay de A. On appelera morphisme de 
Frobenius sur A un tel endomorphisme. 

Démonstration C'est le Theorem 1 paragraphe 111.13 de [35]. □ 

Ce sont ces morphismes de Frobenius sur A/K qui vont nous permettre d'écrire l'étape d'extra- 
polation. 

Enfin pour tout nombre premier p, on note $p l'automorphisme de Frobenius de l'extension 
abélienne Kn/K et on choisit une extension de à Ga,l{K / K), que l'on note encore 
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2.2.2 Isogénies admissibles 

On rappelle la notion d'isogénie admissible telle qu'introduite dans [12]. 

Définition 2.1. Soient A une variété abélienne et C un fibré en droites ample sur A. Une isogénie 
a de A est dite admissible par rapport à £ si 

1. a est dans le centre de End (A). 

2. il existe un entier q(a) appelé poids de a tel que a*£ ~ £®q("). 

Remarque 2.7. En fait la condition (1) ne sert qu'a simplifier l'énoncé du lemme 1^751 C'est la 
condition (2) qui importe vraiment. Les seules isogénies qui nous intéresseront sont les relevées a„ 
des morphismes de Frobenius qui sont admissibles (cf. la Proposition l2.ip . 



Lemme E (David-Hindry) Soient A une variété abélienne de dimension g munie d'un fibré en 
droites très ample C, et a une isogénie admissible relativement à C, de poids q ~ <l{a). Dans le 
plongement projectif de A, associé à C, A ^ on a : 

1. card(Ker(a)) = , 

2. pour toute sous-variété V de A de stabilisateur Gy , on a 

dim(y) 

deg.(a(T/))^ ,J^^^^^^^, deg,(y) 

3. pour toute sous-variété V de A, définie incomplètement dans A par des équations de degré 
inférieur à L, de stabilisateur Gy on a 

degcGv -I Gv:G'y\ deg^ < deg^(^)(2i)^™^-'i""«- 

et Gv est défini incomplètement dans A par des équations de degré inférieur à 2L. 

Démonstration Le point (1) est facile : par définition, a*C ~ On a donc, 

q'àegciA) = deg£»,(A) = deg^^ci^) = |Ker(a)| deg^A). 

L'amplitude de C nous assure que le dernier degré est strictement positif. On simplifie pour 
conclure. Pour le point (2), il s'agit du point (ii) du lemme 6. de [16j et le point 3. correspond au 
point (ii) du lemme 2.1. de [12]. □ 

Lemme 2.4 Soient G un sous-groupe algébrique de la variété abélienne A/K , C un fibré en droites 
très ample sur A, et a une isogénie admissible relativement à C de poids (\{ol) de A. On a 

q(a)'^"°'= < card (Ker(a) H G) < [G : G°] q(a)^™"='. 

Démonstration On note que 

[G : G°] card (Ker(a) n G°) > card (Ker(a) n G) > card (Ker(a) n G°) . 

La restriction de a à la sous- variété abélienne G° est encore une isogénie admissible de poids (\{a) 
pour (G°,£|(3o) [cf. Lemme 2.4. point (ii) de [H]). Par le point (1) du lemme |E] précédent, on en 

déduit que le cardinal du noyau de cette isogénie a\QO est q(a)^™'^''. □ 

Soient F/K une extension finie de corps et V une sous- -F- variété stricte de Ai? (produit fibré 
de A par Spec F au dessus de Spec K), F-irréductible. Le lemme suivant (dont l'origine re- 
monte à Dobrowolski Tïïj) montre que les images par une isogénie admissible de ses composantes 
géométriquement irréductibles sont essentiellement distinctes. Nous en aurons besoin au para- 
graphe [3]8j On commence pour cela par donner une définition : 



Définition 2.2. Soient A une variété abélienne et C un fibré en droites ample sur A. Deux isogénies 
admissibles de A par rapport à C sont dites premières entre elles si leurs poids sont premiers entre 
eux. 



11 



Lemme 2.5 Soient A une variété ahélienne sur K de dimension g > 1, C un fibré en droites très 
ample sur A, F/ K une extension finie de corps de nombres et V une sous-F -variété stricte de 
Ap, irréductible sur F. Si V-j^ n'est pas une réunion de sous-variétés de torsion de A-j^, on a : 

1. Pour tout couple (a,/3) d'isogénies admissibles pour C, de poids distincts, pour tout a G 
Gal{K/F), et pour toute composante géométriquement irréductible W de Vj^, les sous- 
variétés a{W) et (3 [a{W)) sont distinctes. 

2. Soit V un ensemble d'isogénies admissibles pour C, deux à deux premières entre elles. No- 
tons Vi , . . . , Vj\/ les composantes géométriquement irréductibles de V-j^, et notons Q le sous- 
ensemble de V défini par 

Q = {a e p I 3z, j, l<i<j< Af, a{Vi) = a{Vj)} . 

Le cardinal de Q est majoré par ■ 

Démonstration Dans ce contexte il s'agit de la proposition 2.7. de [T2] appliquée sur le corps de 
nombres F. □ 

On conclut ce paragraphe en "rappelant" que les morphismes de Frobenius sur A/ K sont des 
isogénies admissibles : 

Définition 2.3. Soient A une variété abélienne et C un fibré en droites ample sur A. Suivant 
Mumford, on dit que C est totalement symétrique si C est le carré d'un fibré en droites symétrique. 

Le théorème de Lefschetz {cf. par exemple le Theorem A. 5. 3. 6 de |17j ) nous indique que si C est 
un fibré en droites ample, alors C®'^ est très ample. 

Proposition 2.1 Soient A/ K une variété abélienne de type CM. vérifiant les hypothèses de la 
proposition O st C un fibré en droites très ample et totalement symétrique sur A. Soit ay un 
morphisme de Frobenius sur A pour la place finie v. Alors, est une isogénie admissible pour C 
de poids q(ay). 

Démonstration C'est la proposition 3.3. de [12]. □ 



3 Preuve du théorème 11.11 

Dans la suite de ce paragraphe, on va prouver le théorème 11. Il Pour cela nous suivrons la preuve de 
|12| avec les modifications indiquées dans l'introduction et notamment, d'une part en introduisant 
dans notre cadre les idées de et d'autre part en utilisant systématiquement l'indice d'obstruction. 
Ce paragraphe reposant pour une forte part sur les techniques développées dans |12J nous avons 
choisi d'insister sur les aspects qui diffèrent mais par contre de renvoyer à cette référence lorsqu'il 
n'y a pas de modification autre que typographique. 

Commençons tout d'abord par quelques réductions. 
3.1 Réductions 

Quitte à faire une extension de degré borné de K et quitte à prendre une variété abélienne isogène 
à la variété de départ, on supposera désormais toujours que les hypothèses de la proposition ID] 
sont satisfaites. De plus une variété abélienne de type CM. ayant potentiellement partout bonne 
réduction, nous supposerons également avoir choisi K de sorte que A/K a partout bonne réduction. 
Ceci nous permettra notamment d'appliquer le lemme [2T3l On note 

ôn{-) --^ Sc,kA-) et ô:,i-)~[K„:K]ôni-). 

Par ailleurs, comme on travaille avec une variété abélienne A/ K de type CM., on sait que, quitte 
à faire au départ une extension bornée de K (ce que l'on fait) de sorte que les endomorphismes 
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de A soient tous définis sur K, l'extension Kn/K est abéUenne {cf. par exemple [S] Th 9.2 ou 
Cor. 2 du theorem 5). Enfin, quitte à prendre un multiple de n, on peut toujours supposer ce n 
assez grand (devant les différentes constantes ct := Ci{A/ K, C) intervenant dans ce qui précède et 
dans la suite). 

3.2 L'hypothèse (H) 

Soit Co une constante (ne dépendant que de A/K et de C : comme dans [T^ Cq sera prise 
assez grande de sorte à pouvoir appliquer les estimations asymptotiques (via Chebotarev) sur les 
ensembles Vr)- Soit P un point de A{K). On fixe deux entiers, p„iin et pmax, ne dépendant que 
de g, que nous expliciterons plus tard mais dont la valeur est fixée une fois pour toute. On pose 
S* — S*{P). On se donne aussi un point Q G A{K) qui vérifie l'hypothèse (H) suivante : 

1. Il existe un entier p e {pmin, ■ • ■ , Pmax} tel que 



hc{Q) < 



loglog(5,^,^^^+'^■'' 



ôn{Q) \Co\ogô* 



2. Il existe une constante Cg telle que {g + l)\{2g.g\y p^^in > Cg > 0, telle que Q ~ f{a{P)) où 
f est une isogénie de poids au plus (Co logJ*)^' et a est un élément de Ga\{K/K). 

Lemme 3.1 Avec les notations précédentes, si Q vérifie l'hypothèse (H), alors on a 

logô„iQ) < Co\ogô*{P). 

Démonstration : Soit X une i4r„-variété de dimension d < g passant par le point P telle que 
5n{P) — (deg£^ X)~s^ . La variété f{cr{X)) est définie sur Kn et passe par Q, donc 

5n{Q) < (degc,^^ /(X))^ (4) 
< q(/)~i5„(P) par le lemme lËl point 2. (5) 

<<i{fyKiP) (6) 

Or le poids q(/) est par l'hypothèse (H) polynomial en Colog5*(P). On peut donc conclure en 
passant au log. □ 

3.3 À propos des paramètres 

On note Q G A{K) un point vérifiant l'hypothèse (H) et V une sous-X„-variété irréductible de 
Ak„ de dimension minimale, réalisant Sn{Q). En utilisant un lemme de Siegel fin, le théorème de 
Bombieri-Vaaler, nous allons construire une fonction F, polynôme homogène à coefficients dans 
Ok„ de degré L en les fonctions abéliennes de Ax A, nul à un ordre > To + 1 sur l'image i{V) de V 
dans Ax A,\e long de l'espace tangent à l'origine de la sous-variété abélienne B de Ax A définie 
comme étant l'image de A par l'application z : x i— > {x,Nx), N étant un paramètre. L'entier L 
est le degré de la fonction auxiliaire, Tq est l'ordre d'annulation au point Q que l'on rentre dans 
la machine et à partir duquel on va extrapoler, N est un paramètre compris entre \/L et \J1L. 
Pour des raisons techniques (c/. le paragraphe sur l'extrapolation de [12 ) on choisit pour N une 
puissance de 2. Au vu du résultat que l'on cherche à prouver, on fera intervenir dans le choix des 
paramètres, des facteurs (5„((3) et des facteurs polynomiaux en log (5* ou log log (5*. 

D'autres paramètres Ni correspondant aux degré des isogénies de Frobenius vont intervenir. 
On choisit les paramètres de sorte que 

hc{Na^o ...oag{Q))<c^. (7) 

Enfin, on va extrapoler g fois, utilisant à chaque fois l'extrapolation précédente. On obtient ainsi 
des ordres d'annulation Ti chacun étant nécessairement plus petit que le précédent. 
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Par ailleurs, tous ces paramètres sont choisis polynomiaux en Sn{Q) et en log S*-^. De plus, comme L 
donc N'^ va être de la forme (S„((5)(log5*)* et que on veut comme résultat une minoration du type 
^/Sn{Q){^ogô^)* , on sait par avance grâce à l'inégalité ([7]) que les Ni seront choisis polynomiaux 
en log (5* ou plus petits. 



3.4 Lemme de Siegel 

— — N+l 

Définition 3.1. Soit N un entier. Si S est un sous-Q-espace vectoriel de Q , on définit la 
hauteur logarithmique de Schmidt [32j de S, h2{S) comme suit : sur Gr''^{Q) on définit 



/i2(a;i,...,x„) = - ^ di,log max |a;,|„ + ^ d„log 

où d et dy sont respectivement le degré et les degré locaux de l'extension de Q engendrée par les 
coordonnées xi, . . . ,Xn', et oh et dénote respectivement l'ensemble des places infinies et 
des places finies de K/Q ; et oii on choisit comme normalisation de pour v G Afj^ divisant p la 
suivante : — p^^. Soit N un entier. On définit alors la hauteur /12 d'un sous-Q-espace vectoriel 

— N+l 

S algébrique de dimension s de Q par : 

h2{S) = /i2(xi A . . . Ax^), 

011 xi, . . . , Xs est une base de S sur un corps de nombres quelconque sur lequel S est défini. 

Rappelons le lemme de Siegel que nous allons utiliser : il s'agit du théorème de Bombieri-Vaaler 
[lOj . Il y a ici une différence fondamentale avec l'article de David et Hindry : on veut pouvoir 
contrôler la dépendance en l'extension Kn/K. 



Théorème F (Bombieri-Vaaler) Soit F/Q un corps de nombres de degré d. Soient AI et N 
deux entiers strictement positifs et S un sous-¥-espace vectoriel de ¥^ de dimension N — M > Q. 
Il existe un élément non nul x dans de S tel que 

h2il:X) < T^log I Disc(F/Q) I +—l—h2{S). 



Avant de poursuivre, faisons quelque brefs rappels concernant la notion de variété projectivement 
normale. 

Définition 3.2. On dit qu'une sous- variété X de P„ est projectivement normale si son anneau de 
coordonnées S{X) est un anneau normal (i.e., intégralement clos). 

On peut montrer {cf. par exemple Birkenhake-Lange [7_ p. 190-193) que X C P„ est projectivement 
normale si et seulement si elle est normale, et pour tout d > la flèche naturelle 

/J°(P„,Op„(d)) ^i/0(X,Ox(d)) 

est surjective. 

Concernant les variétés abéliennes plongées de manière projectivement normale, on a le résultat 
suivant que l'on trouve par exemple dans [7] theorem 3.1 p. 190. 

Proposition 3.1 Soient A/K une variété abélienne, et C un fibré en droites ample sur A. Pour 
tout n > 3, le fibré Z^*^" définit un plongement projectivement normal de A dans un espace projectif 
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Soient A/ K une variété abélienne sur un corps de nombres, munie d'un fibré en droites symétrique 
ample C. Quitte à travailler avec plutôt qu'avec £, on peut supposer que C est très ample, 
totalement symétrique et définit un plongement projectivement normal de A dans un projectif P„. 
On note Ad = CMCle fibré en droites sur Ay. A associé à C. On va maintenant pouvoir construire 
la fonction F recherchée. 

Soient L et T deux entiers positifs. On note {sq, . . . , s;} une base de H°{A x A, M). On peut, par 
projective normalité, choisir une base {Qi, . . . , Qm} du i^T-vectoriel [A x A,A4^^^ telle que 
tous les Qi sont homogènes de degré L en les sj. De plus, on peut aussi voir les Si comme des 
(1, l)-formes homogènes de K[X., Y] oii X = {Xq, . . . , et Y = {Yq, . . . , Yn). Enfin on note Tb 
l'espace tangent à l'origine de la sous- variété abélienne B = i{A) de A x A définie par y = [N]x. 

But : fabriquer un polynôme, F — X]i=i^î*3îi ^ coefficients entiers dans Ok„, en les fonctions 
abéliennes de Ax A, tel que F est de "petite" hauteur, et tel que F s'annule à un ordre supérieur 
à To + 1 sur i{V), le long de Tb- 

En notant O l'application thêta définie sur T4(c) par la composition 

T^(e) ^(C) P„(C) 

associée à C, ceci correspond à trouver une solution de petite hauteur au système d'inconnues les 

9-j'(e(u + z),e(jv(u + z)) ^ 

dz'^ |z=o 
pour tout I K |< T et u G Ta(c) tels que 0(u) e V(K). 

On reprend le lemme 5.1. de |12j en remplaçant K par Kn- On obtient alors directement : 

Lemme 3.2 II existe une constante strictement positive C4 telle que le rang du système 0) sur 
Kn est majoré par 

rg^ciToôniQ))'-"' {LN^yr 

On peut maintenant construire la fonction que l'on veut. Etant donné un polynôme F à coefficients 
dans K, on note h{F) la hauteur logarithmique absolue du point projectif défini par 1 et les 
coefficients de F. 

Lemme 3.3 Si ToSn{Q) < 2L^, alors il existe une fonction F solution du système de hauteur 
majorée par 

,2 , rgx {CoTologiôniQ)) + L) 



h{F)<C5 i\og[Kn:K]Y 



L^3 



Démonstration : Il suffit de reprendre la preuve du lemme 5.4. de [12j et d'appliquer le théorème 
|F] en lieu et place du classique lemme de Siegel. Comme Kn = iîr(A[n]), on utilise le corollaire 
12.11 pour majorer le discriminant apparaissant dans le théorème[Fl C'est ce discriminant qui nous 



donne le terme C5 {\og[Kn : K])'^. □ 
3.5 Lemme de zéros 

Avec les notations précédentes, on pose S — {cr(Q) | a € Gal{K / Kn)} ■ Pour chaque premier p, 
fixons une place Vp de Kn au-dessus de p et notons NRk„ l'ensemble des telles places Vp telles 
que Vp\p est non-ramifiée dans Kn- Pour r compris entre 1 et g, posons de plus 

Vr = {Id} ula,\ve NRk^, ^ < N{v) < Nr 
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où les Nr sont des paramètres qui seront spécifiés ultérieurement. Il faut notamment les choisir de 
sorte que j^^^ > 21og(5* > \og[Kn : K] afin d'être sur que les ensembles Vr soient non vides 
{cf. les points (2) des lemmes [2.11 et 1^31) . En supposant ceci vérifié, le théorème de Chebotarev 
nous assure alors que 

Card(7'.) > 

Notation. Si a est un élément de Vr pour un certain entier positif r, associé au nombre premier 
p, on notera 5 l'opérateur a o composé d'une isogénie et d'un morphisme de Ga\{Kn/ K). 
Par convention, si a est l'identité, on prendra également l'identité pour a. 

Pour tout entier r entre 1 et g, on note alors 

= {5, o . . . o àg{Q)) I Q e E, a,; e V^} . 

On convient que = E. 

On rappelle une variante (affaiblie) du lemme de zéros démontré dans [T^] (théorème 4.1.). 

Théorème 3.1 (Lemme de zéros) On utilise les notations précédemment introduites. Soient 
A/ K une variété abélienne de dimension g, plongée dans un espace projectif¥„i de façon projecti- 
vement normale et M un entier strictement positif. On se donne une forme F G K„[Xq, . . . , X^] 
homogène de degré L, non-identiquement nulle sur Ak„. On suppose que F s'annule à un ordre 
supérieur à 1 + M le long de Ta^^ en tous les points de S^^^ . Sous ces hypothèses, 

il existe un entier r g {1, . . . ,g}, une sous-K^-variété de Ak„, V , stricte et Kn-irréductible, 
de dimension d> g — r, telle que Vj^ contient un élément de S*^''^"^^, incomplètement définie dans 
A avec multiplicité supérieure à le long de l'espace tangent à l'origine Ta^^ po-r des formes 
de degré inférieur à 2LNi x • • • x Nr-i, telle que : 



X • • • X A^r-l) 



Démonstration : C'est le théorème 4.1. (version galoisienne) et la scolie 4.8. de [T^ appliqués avec 

K^K^, e {l,...,.g} T,^-M, L = L, V = Ta^^. 

9 

Plus précisément, on reprend leur preuve, la seule différence étant la suivante : là où ils introduisent 
(p. 27, paragraphe 4.2.) la suite d'idéaux 

Ji = (P), 3r+i - {da^Jr-, a £ Vr), 

nous introduisons la suite 

3i = (P), = {d^:^^^p{X); Sp = apO G Vr). 

La preuve est alors la même. □ 

Comme dans |12) . nous aurons également besoin d'un résultat supplémentaire, raffinant l'inégalité 
de Bézout : 



Lemme 3.4 // existe une constante Cg telle que la propriété suivante est vraie : soient V une 
sous-Kn-variété stricte de A, irréductible sur Kn et F une forme de degré fj, sur A, définie sur 
Kn. On suppose que F est nulle avec multiplicité supérieure à m sur une sous-Kn-variété V 
de A, et on suppose également que les intersections V ■ V' et V ■ Z{F) ont une composante W, 
Kn-irréductible en commun, de codimension 1 dans V. Dans ce cas, on a l'inégalité 

deg£^ W < cs . 

m 

Démonstration : Il s'agit du lemme 4.9. de [H] avec K = Kn. □ 
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3.6 Extrapolation 



L'extrapolation suit pour partie ce qui est fait par David et Hindry dans |12] . Ceci dit, il y a tout 
de même une différence : comme la fonction auxiliaire n'est plus construite à coefficients entiers 
mais à coefficients dans Ok^ , on va à la manière des cas non-ramifié de [4] et [26] , faire intervenir 
les automorphismes de Frobenius <i>p de l'extension abélienne K^/K. Ceci étant noté, les choses 
fonctionnent bien ensuite à condition de se restreindre au cas des premiers non-ramifiés dans 
C'est pour cela que l'on définit les ensembles Vr tels qu'on les définit. On énonce le lemme qui 
nous permet d'extrapoler. Notons que l'on utilise ici le fait que l'extension Kn/K est abélienne. 



Lemme 3.5 Soient x G Ck^, P un nombre premier non-ramifié dans Kn et v une valuation sur 
K étendant p. En notant g Gal(Kn/ K) Vautomorphisme de Frobenius associé à p, on a 

I xP - |„< p-^. 

Démonstration : C'est le lemme 3.1. de 0]. □ 

Remarque 3.8. Notons que c'est cette restriction, le fait de se restreindre à ne travailler qu'avec 
les premiers non-ramifiés dans Kn, qui fait apparaître les facteurs log(5* plutôt que log(5„(P). 
Pour corriger ceci, on pourrait s'inspirer de l'article [4] (et |26)). mais, indépendamment des autres 
complications, il y aurait cette fois-ci non plus g, mais 2^ étapes d'extrapolation à faire. 

On reprend le paragraphe 6 de [T^] et on remplace dans le théorème 6.4, le corps K{Q) par Kn{Q). 
Ceci se fait sans autre changement et on obtient ainsi : 

Proposition 3.2 Pour tout i compris entre 1 et g, on fait les hypothèses suivantes sur les pa- 
ramètres : 

et 



T, logiVg_, > 2L et si î < g - 1, logiVg_, > 2cg (T.+i log(T,+i + L) + L + h{F)) . 

Dans ce cas, la fonction auxiliaire F est nulle le long de Tb(c) à un ordre supérieur à Tg en tout 
point de S'^^ . 

Démonstration : Il s'agit de reprendre les calculs de la proposition 6.5. de [12] (elle même basée 
sur l'extrapolation de Laurent |18j ) en passant de X à Kn- On conserve donc leurs notations. Il 
s'agit de la même chose que ce qui est fait dans les propositions 6.1 et 7.1 de [55] dans le cadre 
des courbes elliptiques. On raisonne par récurrence, on suppose F nulle à un ordre supérieur à 
Ti le long de Tbçc) en tous les points de et on va montrer la même chose à au rang 

i + l. Plus exactement, étant donné un point Rg+i-i de plutôt que de montrer que F 

s'annule en un point 5i,(iîg+i_i) à un ordre supérieur à T^+i avec ay € "Pg-i, on va montrer, ce 
qui est équivalent, que ^p{F) s'annule au point ay{Rg+i-i) au même ordre. Cette reformulation 
nous permettra d'appliquer le lemme [ÏÏ?5l Notons que le rang i — 0, autrement dit l'initialisation 
de la récurrence, est vrai par construction de F par le lemme de Siegel. 

Soit V la place de Kn dans NRk„ correspondant à G 'Pg-i- EUe est d'uniformisante tt^. Soit 
R un point de T,^9+i-i) défini sur une extension K'n/Kn, et soit w une place de K'n au dessus 
de V. Notons R — {Rq, . . . , iî„) un système de coordonnées projectives de R dans O^, telles que 
Il R \\w— 1- Soit d'^ un opérateur différentiel d'ordre | k \< T^+i le long de Tb(c)- L'application 
de l'hypothèse de récurrence (annulation de _F à un ordre supérieur à Ti le long de Tb(c) en tous 
les points de et l'application du petit théorème de Fermât dans le cadre des variétés 

abéliennes conduisant à l'inégalité (20) p. 47 de [Hj et le lemme 15751 nous donnent 



$p (5«F) (f„„(R),fWoF„„( 



R 



(9) 
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où Fa^ et F*^^^ sont des formes homogènes de O^iX] de degré respectifs N(w) et 4™+-'^, représentant 
respectivement l'endomorphisme de Frobenius sur A associé à v, et la multiplication par N = 2"*"*"^ . 

On veut maintenant sommer sur toutes les places w au-dessus de v. Malheureusement, le choix 
du système de coordonnées projectives pour R dépend de w. On est donc obligé d'alourdir les 
notations pour pallier ce problème. Soient 5, Sn, Sa^, SN,a^ des coordonnées projectives non 
nulles de R, F(^)(R), Fa^(R), F^^^ o Fq^(R) respectivement. On note de plus Sw,n, Sw,a^, 
Sw,N,a^ des coordonnées de ces points de valeur absolue w-adique maximale. 

Soit maintenant d"^ un opérateur différentiel de longueur minimale pour lequel 



$p {d-F) (f„^(R),fWoF,„(R) 



est non nul. Si |k| est supérieur à Tî+i, on a gagné. Sinon on applique la formule de Leibniz en 
utilisant que F est bihomogène de bidegré {L,L). On a donc 



Or ceci est égal à 



Fo„(R) FW(F„^,(R))^ ^ <i>p(9«^^)(F„^(R),FW(F„„(R))) 



CL cL 



Su 



■,N,i 



On réécrit alors l'inégalité ([9]) en passant au log, en sommant sur toutes les places w au-dessus de 
V et en notant les degrés locaux : 

-F„„(R) fW(F„„(R))^ 



^ dni log 

w\v 



Sa 



SN,a^, 

< {Ti - \k\) y ]dw log(|7ri,|^) -f L^du,log 



w\v 



I Sw.OL^ S', 



\Sa^S_ 



N., 



(10) 

(11) 



Or 



Y^dMKU = [K ■■ i^„]log(k„|.) = - [^"j^"] log(N(z;)) 



w\v 



De plus, on peut voir que 

I Siij a Syj N I w 



E 

'w\v 



dyj log 



\Sa^ SN,a^ I 



dv 



< K : K„] (hcia^R)) + hciNa^iR))) 



- Cl4 



< [K ■■ Kn] (N{v)hc{R)+ N^N{v)hc{R)' 

C'est l'inégalité (21) p. 49 de J_2J. On obtient ainsi, en notant G le membre de gauche de l'inégalité 
(|10P la majoration suivante : 

G < -cioT^iK ■■ Kn] log A^g-, + : Kn]{N{v) (iV^ + i)hciR) + c'14) (12) 

< -cior,[< : Kn] log7Vg„, + cnL[K ■ Kn] < -Cl2T^[K ■ Kn] logiV^.,, (13) 

par choix des paramètres et par l'hypothèse. Précisément c'est pour obtenir cette dernière inégalité 
que l'on applique l'hypothèse (H), via l'inégalité ^ supposée vérifiée dans les hypothèses de la 
proposition. Il reste à majorer le terme —G. Par définition de la hauteur (absolue logarithmique) 
projective, on a 



-1 



: Kn] 



G<h\ $p {d'^F) 



F^„(R) fW (F^„(R)) 
Fa„(R) FW (F^„(R)) 

Sa^ SN,a^ 
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ceci ayant un sens grâce à l'hypothèse de non nuUité de {d'^F) (•••). Il ne reste maintenant plus 
qu'à majorer cette dernière hauteur. Il s'agit d'un calcul classique (cf. par exemple [12] p. 50). On 
obtient 



-1 



G < ci3 T,+i log(r,+i +L) + LN^N{v)hciR) + h{F) 



Finalement, en mettant ensemble les inégalités et p^ . on obtient 

T, logiVg.., < C14 {T,+i log(T,+i +L) + L + h{F)) . 
Les hypothèses permettent alors de conclure. 

3.7 Choix complet des paramètres 

Jusque là on a du imposer les inégalités suivantes sur les paramètres : 



(14) 

(15) 
□ 



yt,N,:$>{iogô*f, 



L, et si i<g-l, ToôniQ) < < {T, loglog J*)^ 



De plus, L étant linéaire en ôn{Q) {cf. le paragraphe 13.3p . il en est de même pour les Ti qui 
sont strictement décroissants, en fait vérifiant : 



loglog(5* 



CologJ* 

On doit également avoir Tp > . . . > Tg^i > |o°^ôg s 

' log log (5* ^ ^ 



^ Amsi, on a 



<5„(Q)- 



To /log log (5, 



* \ 9 



^"\Co log ô* J <5„ (g) V Co log 51 

Enfin la dernière chose à vérifier est la suivante : 

Vz e {1, ...,<?- 1}, CoTo3+'-'°5„(Q)»-'*° log<5* « cr,L2(»-'^«) log log 

On veut (afin d'obtenir un résultat optimal vis à vis de la méthode) que L soit le plus petit 
possible, ceci nous permet d'en déduire les valeurs optimales pour les Ti et pour L : 



L = [c','S,,{Q){logS*J^^-\loglogS:r'' 
et, pour tout i G {1, . . . , g} 

To = [c','-h„m^ogô*J^S'^i\oglogô*J-^s 

Par ailleurs on pose 



logL 



,T, = 



2 log 2 



log log ^* 
Colog<5,-, 



Vïe{l,...,5} 



CologS* 



.log log (5*, 

pour un certain paramètre p entre pmin et Pmax, avec Pmax = {g + 2)(2g.(7!)3pi„in et pniin = 2.9 + 5. 
Avec ces choix de paramètres on vérifie que l'inégalité ([7]) est bien vérifiée : 



hc{Nai o . . . o ag{Q)) < C3. 
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3.8 Fin de l'extrapolation 

On considère l'application 



(p : A ^ Ax A ^ 

Scgrc 

a; 1-^ (x, [N]x) 

Proposition 3.3 Soient p compris entre Pmin s-t Pmax et Q un point de A{K) vérifiant l'hypothèse 
(H) pour p. Il existe une Kn-variété V , Kn-irréductible, stricte de A, de dimension d, telle que : 
il existe un point Qi S A{K), de la forme Qi = âr+i o . . . o ag{Q), pour un certain r G {1, ■ ■ ■ , g} 
et certains ai G Vi, i G {r + 1, . . . , g}, tel que V est de dimension d > g — r, que Qi G V{K), et 
si V n'est pas une sous-variété torsion, on a 

. CologlogJ* f L^m X ■ ■ ■ X Nr- i-^'-' 
^^S^- ^ ^ ÂT [ 

De plus V est incomplètement définie par des formes de degré au plus 

CiqLN'^Ni X • • • X Nr^l 

avec multiplicité supérieure à -Tg. 



Démonstration : On applique le théorème 13. Il à la fonction auxiliaire F construite précédemment, 
tirée en arrière par Comme F est une forme bi-homogène de bidegré (L, L) non-identiquement 
nulle sur Ak^ x Ak^ , elle n'est pas identiquement nulle sur Bk^ P&r choix du paramètre N (on 
a pris N"^ > L + 1). De plus la proposition 13.21 nous indique que F est nulle le long de Tb{c) à un 
ordre supérieur à Tg en tous les points de S'^^. La forme G — F o ip, qui est une forme de degré 
L{N'^ + 1) vérifie donc les hypothèses du lemme de zéros. Il suffit de vérifier l'inégalité annoncée 
pour le degré de V. On suppose donc que V n'est pas de torsion. 

On note V une composante irréductible de V-j^. Comme V n'est pas une sous-variété de torsion, 
le point I. du lemme [2T5l nous dit alors qu'il n'existe pas de triplet {a, (3, a) G x Ga,l{K / Kn) 
tel que a{V) = f3{a{V)). Le choix de Nr > (log(5*)^ fait que la suite du calcul de la majoration 
du degré de V marche comme dans [T2l p. 54-55, en remplaçant K par Kn ■ 

deg ( u -i^Civ))] > E E ^^f" ^^^"^^^^^ 

où l'on a noté cri{V) les différents conjuguées de V. On poursuit alors comme dans [H] p. 55. 
Notamment on a 

\Gy:Gl\< degV{4L^m x • • • x Nr-if-' < G*'{S*J*-, 

où et *2 sont des constantes explicites ne dépendant que de g. De plus par choix du paramètre 
Nr, le cardinal de l'ensemble Vr est supérieur à lo^fog^* • Finalement tous calculs faits, on obtient 

/ 11 ~ \ c'.^Nrdegr^ V 

\aeVr, (TeGal(/f/i<-„) / 

En remplaçant dans l'inégalité fournie par le lemme de zéros, on obtient : 

Cologlog^* /L^iVi X ■ ■ ■ X Nr-i'^ ^'"^ 



degc,,^V<c,, 



a 
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Ceci conclut. □ 

Remarque 3.9. Notons que en remplaçant dans la proposition les paramètres par leur valeur, on 
obtient, 

deg£^-„^<Ci5 Nr{l0gl0gS*)(^3+p(rl-m9-d)-l 

Corollaire 3.1 Avec les notations de la proposition précédente et si V n'est pas de torsion, on a 
l'inégalité 

7Vi(loglog(5*)2ff 1 

en particulier, ôn{Qi) < Sn{Q)- 

1 

Démonstration : Par définition de l'indice d'obstruction, on a ôn{Qi) < (deg^^, \/)codim(v) ^ Ainsi 
en appliquant la proposition précédente, on en déduit 

2g+|+Kr!-l)., „^2g+Kr!-l) 

SniQi) < ci,^^^^ "^-^^^ (loglog<5:)^<5„(Q). 

7V/-"(l0gl0g(S*)29+P('-!-l) 

A partir de là le calcul se fait exactement comme celui de la scolie 7.2. de [12] □ 

3.9 Descente finale et preuve du théorème principal 11.11 

On va maintenant montrer le théorème. Pour cela on choisit P un point de A{K) et on suppose 
par l'absurde qu'il ne vérifie pas la conclusion du théorème 11. Il : on suppose donc que 



hc{P) < 



5n{P) \Ca\og5l 



et on suppose également que P n'est contenue dans aucune sous-iir„-variété de torsion, B, stricte 
de Ak„ telle que 

(deg^^^ b) < S4P) (Colog5*)^^+^(^+^)('^+^)'(^^-^')'(^^+^) . 

Le point P vérifie l'hypothèse (H) pour la valeur de p maximale, notée Pmax- La descente que l'on 
va maintenant expliquer est tout à fait similaire au paragraphe 7.3. de [12., à ceci prêt que l'on 
travaille sur le corps Kn et surtout que l'on ne travaille qu'avec les indices d'obstructions. 

On définit g ensembles de premiers correspondant aux isogénies de Frobenius données par les 
ensembles ■pp\ pour i G {1, . . . , g} et j e {l, . . . , g} : 

Vl^^ = {là} U |a„ I < N{v) < Nj;^\ v \ p non-ramifié dans 7^„| , 

ovl les sont définis par la formule : 



rco}ogs^ 

Vloglog(5* 



avec pj = {2gg\)3 ^ p„ 



Nous utiliserons aussi des ensembles exceptionnels s'>-'^ dont le cardinal est au plus la moitié du 
cardinal de Vr ■ 
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On introduit deux autres familles d'ensembles d'isogénies : 

Vj e {1, . . . , g} Q^^{P,\ Pj = a^p o . . . o a'i^ , o^^ G T'P' } . 
En appliquant la proposition 13.31 à un point Q, pour les ensembles 7^, , on obtient un point 



Qi = Pj{Q) avec (3j e Qj. On pose également TZq = {Id} et 

Vz e {!,..., 5}, 7^, = I i^, -/?,o...o/3i, AeQJ. 

Notations. De même que pour les isogénies a, on associe aux isogénies (3 et F les opérateurs /3 
et F définis en remplaçant les a par les a. 

On montre maintenant que l'on peut, partant de P, extrapoler g fois. 

Lemme 3.6 Soient i € {0, . . . ,g — 1} un entier et Fi un élément de TZi. Le point Pi — Fi{P) 
vérifie l'hypothèse (H) avec p — Pi+i- 

Démonstration : Par construction des ensembles T^p'' et par choix des N^-'\ l'isogénie Fi vérifie 
bien le point 2. de l'hypothèse (H). Ainsi il suffit de vérifier l'inégalité sur la hauteur de Pi pour 
pouvoir conclure. Or on a 

hciP^) = q{F,)hciP)- 

En posant qi — q(-Fi), on constate donc qu'il suffit de majorer convenablement Çi. Par définition 
des ensembles 7?.^, on a 

i i g 

(0 



< nmax{q(A) | A G Qi} < H II 



1=1 1 = 1 k=2 

< 



C^^^is+m2g.g'.rP^,. 
loglog^*/ 

On obtient donc, en appliquant le lemme (plus précisément en appliquant l'inégalité ^ de sa 
preuve). 



hc{P^) < 



c /wlogA^^(^+l)'''— 



^ ^_ / iogiog^- y^+^^'^--^^+^)'(^'^-^'^°^-'" , 

C ^loglog^^^^N^^+i^'^"— 



5n{P^) VColog^*. 

On a choisi pmax = {g + 2)(25.g!)^p,„in, ce qui conclut. □ 

On passe maintenant à la proposition cruciale, qui va nous permettre d'effectuer la descente. Pour 
la commodité du lecteur, nous conservons la numérotation de 1121. 



Proposition 3.4 // existe un entier k G {l,...,g}, une suite Vo,...,Vfe de sous-Kn-variétés 
strictes de Ak„ et une suite d 'éléments Fi — j3iO ■ ■ ■ o Pi g 7?.^, i G {l,...,fc} (et Fç, = là) vérifiant 
les propriétés suivantes : 

1. Les dimensions di de Vi sont croissantes. 

2. La variété Vi passe par Pi — Fi (P) . 

3. La variété P^^Vi contient Vi-i si i € {1, . . . ,k}. 
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4-. On a la majoration 

Aj := deg^^ Vi < 



^CO \^ (loglog(5,^J2g-l+p,+i(g!-l) 



5. Si di = di^i et si pour tout j<i<k~l, dj< dj+i, alors le nombre q(/3i+i) est premier 
avec I Gv, : G°y^ \. 

6. Il existe l G {0, . . . , A; — 1} tel que di = dj+i . 

Cette proposition se prouve en deux étapes, tout comme dans l'article de David et Hindry. 
3.9.1 Proposition [3751 première étape 

Définition 3.3. Soient J\f un ensemble et S un sous-ensemble. On dit que S est exceptionnel (pour 
A/" j si le cardinal de S est au plus la moitié du cardinal de Af. 

Lemme 3.7 Soit l G {0, . . . ,g~ 1}. Supposons donnée une suite (VF/''')o<î<i de sous-Kn-variétés 
strictes de Ak„ et une suite d'éléments Fi — f3iO ■ ■ ■ o f3i G TZi, i G {1, ■ ■ ■ ,1} (et Fq — Id) vérifiant 
les propriétés suivantes : 

1. Les dimensions d^p de W^^^ sont croissantes en i à l fixé. 

2. La variété wf'' passe par Pi — Fi{P). 

3. La variété Pi^wf^^ contient w'>\ si i G {1, ... , /}. 
J^. On a la majoration 

^ -deg^.„W^. <^(.)|^ (loglog<5*)2s-i+P-+^(s!-i) ) ■ 

Dans ces conditions, il existe un élément 9^6 ■ 

5. Le nombre q(/3i+i) est premier avec \ G^(!) : G^j,, | et il existe une suite de sous-Kn- 
variétés stricte de A, (W^j'''^"'^'')o<i<i+i vérifiant les propriétés précédentes l.,2.,3.,4- avec l 
remplacé par l -\- l et -Fj+i — A+i ° Pi- De plus cette suite vérifie la propriété : 

6. Pour tout i G {0, . . . , on a VK/'^ C W^/'+^^ . 

Démonstration : On va appliquer la proposition 13.31 en partant : 

1. Du point Fi{P) ; 

2. Des ensembles Vi^^\ . . . ,'Pf~^^'^ oii l'on choisit comme ensembles exceptionnels les 

5f = G Vf+'^ I pgcd (n{v), I G^(o : G°^,, |) ^ l} . 



Comme rappelé dans le lemme 12.11 1^ nombre de premiers divisant un entier positif n est au 
plus polynômial en log n et le cardinal de la partie discrète des stabilisateurs de Wj''"* est au plus 
polynomial en le degré de W^^'^ d'après le point 3. du lemme lËl Ainsi en utilisant la propriété 4., 



Card5p'^ < Go log (5;;. 

Comme tout les iV^'* sont de cardinal au moins Go(logJ*)2, on est bien assuré que les sf^^'' sont 



exceptionnels. Par ailleurs, le lemme [3T6l nous assure que Pi vérifie l'hypothèse (H). On va donc 
pouvoir lui appliquer la proposition 13.31 avec p — pi. 



23 



Cette proposition nous fournit un élément Pi+i G Qi+i tel que la propriété 5. soit satisfaites (par 
le choix même des ensembles exceptionnels). Par ailleurs, on obtient ainsi une sous-i4r„-variété, 
stricte de A, irréductible, de dimension df^p, passant par = Si w/^"^"^^ 

était de torsion, alors la variété -FJ^^^Z+i^^ serait également de torsion. Or cette dernière contient 
le point P, et est de degré au plus 



deg..„ F- < q(F.,0 (deg,^„ <t^: 



L7V^jViX...xjV^_i 



la dernière inégalité venant de ce que la variété W^j^^^ est donnée par le lemme de zéro. En 
remplaçant les paramètres par leur valeur, on en déduit une contradiction, car P n'est contenu 
par hypothèse dans aucune sous- -fCn- variété de torsion stricte de degré au plus 

(deg^,,^ b)"^ < SniP) (Colog5*)^^+'+^(''+^)'(^^-^')''(^^+^) . 

Finalement la variété M^/^^^^ n'est pas de torsion, et on peut appliquer la proposition 13.31 pour 
majorer plus finement son degré : 



7V^, + ,(l0gl0g(5*)(29+P' + i('-' + i!-l))(9-'iïï'')-l 



- n['+'^ \ loglog<5*)2,-i j 

La dernière inégalité s'obtient tout comme l'inégalité du corollaire 13.11 en suivant le calcul de la 
preuve de la scolie 7.2 de [12]. La variété ainsi construite vérifie bien l'inégalité [TÏÏl 

Comme dans [12) nous construisons maintenant la variété Wq^^\ On va pour cela couper VFq'^ 
par des formes définissant incomplètement W^/_^^^\ en utilisant l'information sur la multiplicité 
contenue dans le lemme de zéros : on coupe Wq^ par le nombre minimal de formes Gi, . . . , G„, 
choisies parmies les formes définissant incomplètement w/^^^^ avec multiplicité supérieure à Tg, 
données par la proposition 13. 3[ nulles sur tirées en arrière par Fi~^\ de sorte que 

<'.F,;\z(Gi)-..i?,;\z(G„) 

a la même dimension au point P que 

De plus la proposition 13.31 nous assure qu'il existe de telles formes, nulles sur W^/|_^^'' avec multi- 
plicité supérieure à ^Tg, de degré au plus 2L^7V}'^^^ x • • • x A^^'^^"^!^. Ainsi la variété Wq^'^^^ peut 
être définie par récurrence sur u. Parmi les composantes isolées de Wq^ • Fj^^Z{Gi), on en choisit 
une, que l'on note W^*^'^^' , contenant une composante isolée de dimension maximale de 

^0 ■ ^l+l^i^i , 

passant par le point P. On applique maintenant le lemme [33] et on obtient 
deg..„ Wr < f (deg,,„ Wl,^^) L^Nr' x • • • x 
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Par récurrence sur u on obtient une sous- variété stricte de A, Wu^^^'^ =: Wq^^\ irréductible 
sur Km contenant le point P et vérifiant 

et de degré majoré par 



5 



En utilisant le fait que pj+i < pi et r;+i < 5, on remplace maintenant les paramètres par leur 
valeur pour obtenir : 

( ^2g+|+pi(g!-l) , x2s+pi (g!-l) \ " 

deg...,<«'<c.AW)-(^ ° (iogiog.,;)jH-;:L-. — j ■ 

En remplaçant deg^^ ^o'"* P^-r sa majoration donnée par l'hypothèse de récurrence et en notant 
que u = dlmW^Q^^ — dim VFq'~''^\ on obtient l'inégalité 

^('+1) < r A ('p^codim^(VK(' + i>) [ ilO (log()„) ^^^^^ > \ 



(l0glog(5*)29+Pi(9!-l) 



Notons que l'on a ici utilisé le corollaire l3 . 1 I pour majorer (5„(P;) par 5n{P)- Ceci achève la construc- 
tion au rang i = 0. De plus, la propriété 6. est bien vérifiée pour i = 0. 

On se donne maintenant un entier m G {0, . . . , ^ — 1} et on suppose les variétés VF,''^^^ construites 
pour i G {0, ...,m}. On veut construire les variétés Wm'^^^ comme précédemment. De fait ceci 
marche effectivement de la même façon et est détaillé dans [H] p. 66-67. □ 

Le lemme [3771 nous permet d'obtenir le résultat suivant : 

Lemme 3.8 Soit u un entier compris entre et g~ 1. S'il existe un élément de — (3u° ■ ■ -o/îi G 
TZu et une suite de sous-K„ -variétés W^ ^^ strictes de A, vérifiant les hypothèses du lemme \377\ 
alors, il existe un élément 

^ l^g ° ■ ■ ■ ° Pu+i o Fu eTZg 
et des sous-Kn-variétés strictes {W^^^)Q<i<j^u<g stricte de A telles que : pour tout l G {u, . . . ,g}, 
la suite {wj-^^)o<i<i vérifie les proporiétés 1., 2., S. et 4- du lemme [XT] pour Fi = f3i o ■ ■ ■ o Pi et 
telles que de plus les deux propriétés suivantes soient vérifiées : 

5'. Pour tout l G {u, . . . ,g — 1}, le nombre q(/3;_i) est premier avec \ G^(i) : G^;,) |. 

6'. Pour tout i G {0, . . . , 5} et pour tout l G {u, . . . , g — 1}, on a 
De plus, pour Fq — là, il existe une telle sous-variété VFq"^ . 

Démonstration : Soient Wq^"^ une sous-X^-variété stricte de A passant par Pq = P, de dimension 
minimale et réalisant (5„(P), i.e., telle que 

^^(P)codim v^r ^ deg£^^ 14^0^°^ 

On note d^^'' sa dimension et on pose Fq = Id. La variété Wq^^ vérifie les propriétés 2. et 4. du 
lemme Em De plus, pour l — 0, les deux autres conditions sont vides, donc vérifiées. On applique 
le lemme [5T71 et on obtient des variétés Wq^\ W^^^ ainsi qu'un élément Fi G TZi- Par récurrence 
sur l on obtient alors le lemme. De même lorsque l'on part d'un entier positif u quelconque, la 
même récurrence permet de conclure. □ 
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3.9.2 Proposition [3751 seconde étape 



Cette seconde étape, qui est purement combinatoire, se reprend mot pour mot dans la seconde 
étape de la descente de |12| p. 68-71. Pour ne pas alourdir ce papier plus que de raison, nous 
l'omettons ici. Cette étape permet de prouver la proposition 13.41 

3.10 Conclusion 

Soit i le plus petit entier compris entre et fc tel que d,; = di+i dans la proposition 13.41 La 
propriété 3. de cette proposition nous assure que Vi est une composante isolée de /3~|_\l^+i. De 
plus, la variété /3~j.\T/i+i est stable par translation par les points de Ker f3i+i. Ainsi pour tout 
élément ^ de ce noyau, la variété Vi + ^ est une composante isolée de (3~^-^Vi+i. Par la propriété 
5. de la proposition 13. 4i le nombre q(/3i+i) est premier avec le cardinal de la partie discrète du 
stabilisateur de Vi. Ainsi, en notant Si la dimension de ce stabilisateur, on en déduit que le nombre 
de telles composantes est 

En comparant les degrés, on obtient l'inégalité 

q(A+i)deg^^^^ V < degc^^ {P7+\V+i) ■ 
La variété Vi passe par construction par le point Pi, donc son degré sur Kn est minoré par 

degc,^V>ôniP^y-'''. 

La propriété 4. de la proposition 13.41 (majoration de A^) nous donne alors 

q{(3.+^y'^'6{p,y-'^ < q(A+i)^"'' '^"^^:+V' (Co'''+^+'''+^(^'-^)(log<5;;)23+'"+^(^!-i))'"'' . 

En simplifiant par 5„(Pi) et en remplaçant N^^"^ par sa valeur, on obtient 

(Co^+^+'''+^^^"'\log<5*)2^'+P.+^(9!-l))'"'"(loglog<5*)^-+i 

Ainsi, on en déduit une contradiction si 

{^^9 + 1 + P^+2{gl - 1)) {g - d,) < p,+i. 

Or, par construction on a 

Pi+i > {2g.g\)pi+2- 

Ainsi, si Pmin ~ 2g + 5 on peut conclure. Le choix de Pmin nous permet donc de finir la preuve. □ 

4 Preuve du théorème 11.31 

La preuve repose essentiellement sur trois points : 

1. En relisant la preuve de Rémond, on peut dans le cas CM. utiliser une estimation du cardinal 
des points de torsion meilleure que celle qu'il utilise : là où il utilise une estimation de Masser, 
on peut dans notre cas utiliser le corollaire 1.2 de [27] . 

2. Dans une variété abélienne A", avec A simple, les sous-groupes algébriques sont de dimension 
un multiple de la dimension de A. 

3. Notre résultat fthéorème ll.ip sur le problème de Lehmer permet de gagner 1 dans l'estimation 
finale. 
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4.1 Préliminaires 



Notons tout d'abord que le problème que l'on considère est stable par isogénies. Dans la suite 
on se restreint donc au cas d'une variété abélienne de type CM. produit de variétés abéliennes 
géométriquement simples, ^ = 11^=1 ^7' > étant de dimension et deux à deux non isogènes. 

Par ailleurs, on fixe une courbe X qui est transverse dans A. Rémond obtient également dans le 
cas CM., en appliquant la théorème [X] de David-Hindry, le résultat inconditionnel suivant (c'est 
le corollaire 1.2., page 529, de [55]) : 

Théorème G (Rémond) L'ensemble X{K) n A^"^^ est fini dès que 

m 
i=l 

En relisant la preuve de Rémond, on constate en fait qu'il prouve un résultat un peu plus fin. On 
donne pour cela une notation en suivant \27\ : 

Notation. Soit A/Ki^ une variété abélienne, on note 

7(A) - inf {6 > I 3C{A) > VK/Ko finie , \{A{K)tors)\ < C{A/Ko)[K : Ko]"} . 

Proposition H (Rémond) L ^ensemble X{K) H A^'^^ est fini dès que 

îïi 

r > l + ^7(^*)- 

Dans sa preuve du théorème [Gl ci-dessus, il utilise la majoration due à Masser [20] 

Gard {AiK)tors) <t: DS^+' 

avec e assez petit. En prenant le produit, on voit que ^{A) < X]"=i 9i + ^ d'où, vue la proposition 
iHl le choix de r dans le théorème [G] Précisément, dans son article l'utilisation du résultat de 
Masser est faite dans le corollaire 5.1., page 540, de [29] , 

Il y a donc deux manières de rafhner ce résultat. La première consiste à remplacer le terme 
1 + ^ ^{Ai) par un terme plus petit. Le théorème principal de notre article (le théorème ll.ip nous 
permet précisément d'améliorer ceci (en remplaçant 1 + X]7(^i) P^'^ C'est l'objet de 

la proposition 14.11 ci-après . La seconde amélioration possible consiste à obtenir une majoration 
plus précise que celle de Masser pour l'exposant ^(A) dans le cas d'une variété abélienne simple 
de type G. M. G'est ensuite la conjonction de ces deux améliorations ainsi qu'une remarque qui 
nous permettra de prouver le théorème 11. 31 Nous expliquons ceci dans le paragraphe 14.31 Passons 
maintenant à l'énoncé et la preuve de la première amélioration. 

4.2 La première amélioration 

On commence par donner l'énoncé, et on consacre le reste du paragraphe à sa preuve. Pour 
simplifier la vérification au lecteur, on s'efforce de conserver les notations de [53]. Ainsi on notera 
dans ce qui suit, r' ce que l'on notait r précédemment. Par ailleurs on note Kq le corps de base, 
K = Kq{P) une extension de degré D ^ [K : Kq] de Kq (cf. [29] page 538-539). 

Proposition 4.1 Soient A/ Kq une variété abélienne de type CM. et X une courbe transverse 
dans A. L'ensemble X{Kq) f] A^"^ 1 est fini dès que 

m 

r'>^7(A.). 
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On introduit également la notation Kn = KQ{A[n\) où n est le plus grand ordre des points de 
torsion de A{K), et on pose Dn — [Kn(P) : Kn] - Notons T„ un point d'ordre n de A{K). On a le 
diagramme suivant : 



Kn{P) 




Ko 

Rappelons un lemme classique dont nous avons besoin. 

Lemme 4.1 Soient n un entier positif et A/Kq une variété ahélienne de dimension g. On a 

dn := [Ko{A[n]):Ko]<n^'\ 
Démonstration : Soit n > 1 un entier. La représentation naturelle 

p : GalÇK^/KQ) ^ Aut {A[n]) 
nous donne une injection de Gsl{KQ{A[n]) / Kq) dans GL2g(Z/nZ). Ceci conclut. □ 

Corollaire 4.1 // existe deux constantes ci et C2 strictement positives ne dépendant que de A/Kq, 
telles que l'on a l'inégalité 

dn < CiD^'- 

Démonstration : En utilisant l'inégalité du lemme 14. li on majore dn par une puissance de n. Par 
ailleurs, on sait (en utilisant par exemple les résultats transcendants de Masser [2Ô], ou algébrique 
de Silverberg [36j dans notre cas) que l'on peut majorer n par une puissance du degré de [KoiTn) : 
^o] < D- Ceci permet de conclure. □ 

Preuve de la proposition 14.11 : ceci se fait selon les deux étapes suivantes : 

Etape 1 : On montre que si r' > li^i) alors on peut majorer D en fonction de _D„. 

Étape 2 : En reprenant le paragraphe 7, pages 545-547, de [^S] en travaillant sur Kn plutôt que 
sur K^ , on montre que Z3„ est borné dès que r' > 2. 

Ainsi la conjonction des deux étapes entraîne que D est borné pour r' > J^^ili^i) — 1- De 
plus le lemme 3.3, page 535, de |29j nous dit que l'ensemble X{K) n Al'^'l (et même l'ensemble 
X{K) n ^[^1) est de hauteur bornée. Le théorème de Northcott nous permet alors de conclure 
concernant la finitude de X{K) n A^^ 1. Ceci conclut donc la preuve de la proposition 14.11 modulo 
les étapes 1 et 2 précédentes. Notons à titre de remarque que nous n'avons pas besoin ici d'appliquer 
le lemme 7.1 de [2^ utilisant le théorème de Raynaud (ex-conjecture de Manin-Mumford) . 

Il nous reste, pour compléter la preuve de la proposition l4.H à prouver les deux étapes précédentes. 
C'est ce qu'on fait dans les deux sous-paragraphes suivants. Dans ces deux étapes, on appliquera 
notre théorème 11.11 en direction du problème de Lehmer relatif, en conjonction avec le corollaire 
14.11 afin de majorer dnDn par une puissance de D. 
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4.2.1 Rappels de notations de |29| 

On travaille sur une variété abélienne de type CM., A = YiiLi ^7' définie sur un corps de nombres 
Kq. On note X la courbe transverse incluse dans A. Comme dans [29 paragraphe 5, p. 538, on 
note 

^ (-^1.1 : • ■ • ; -^l,ni : • ■ • ■ -^ï, 1 ; ■ • • i Pi^ni 7 ■ • ■ : ^m-n-m ) 

le point de degré D = [Ko{P) : Kq] sur Kq avec lequel on travaille (dans [29] il s'agit du point 
P' = f{P) où / est une isogénie fixe entre la variété abélienne ambiante et le produit H^r* ■ 
dans notre situation on a / = Id). Pour tout i € {!,..., m}, nous introduisons de plus deux 
End(^i)-modules : 

1. Ni est le sous-End(Ai)-module de îiom{A,Ai) des morphismes nuls en P. 

2. Ti est le sous-End(Ai)-module de Ai{K) engendré par les points Pj^, . . . , Pi^m- 

Pour tout i, l'espace vectoriel réel (8) R est naturellement muni d'une structure euclidienne en 
utilisant la hauteur de Néron- Tate. On note (suivant [29] p. 539) 

I/, - Vol (P, ® R/ (P./(P,)tor«)) 

le volume pour cette norme. 

Avec les notations de [29], on prend r = 2. Pour tout i E {!,..., m}, on note Si le rang du 
End(yli)-module Pi, et on introduit les deux nombres 

?n m 

t^^{ni-Si), et q ^^giirii - Si). 

i=l î=l 

L'entier positif q est introduit dans [29] proposition 6.1., p. 543, et la ligne la précédant. L'entier 
positif t est quant à lui introduit à la deuxième ligne de la preuve de la proposition 6.1 de |29j . 

Enfin les morphismes ipj intervenant dans la suite sont des éléments de Ni apparaissant dans la 
preuve de la proposition 6.1. de [59]. 



4.2.2 Preuve de l'étape 1 

En utilisant les notations et la preuve de la proposition 6.1 page 543-544 de j29j, on a 

^« l^niiv^.ip^^'^'^j ■ (17) 

(Notons que cette inégalité a été introduite pour la première fois dans ce contexte, dans le cadre 
de G;^, dans l'article [5]). 



Détaillons un peu l'obtention de cette inégalité pTj) : Dans [29] p. 544, Rémond montre d'abord 
que P est un point isolé de X n ( oii ^ est une variété auxiliaire définie sur Kq, introduite p. 
544 ligne 1). Ceci implique que 

D < degXnV. 
Par le théorème de Bézout, et X étant fixe, on obtient donc 

D <degX deg V < deg V. 

Il reste à majorer le degré de V : c'est ce qui est fait dans la seconde partie de la page 544 de [29] . 
Précisément Rémond obtient 
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Or nous avons déjà rappelé que dans notre situation nous prenons r = 2 (attention à ne pas 
confondre r et r' dans les notations de [IH])- Ceci conclut donc la preuve de l'inégalité ((T7|). 

Comme expliqué au début de la preuve de la proposition 6.1 de |29| . la famille de morphismes 
notée (fij dans la proposition 5.3 de [15] n'est autre que la famille ipi pour 1 < i < t. On peut 
donc maintenant relire la proposition 5.3 de [29j et on obtient : 

t m m 

n iiV'jii''*''^^' « n ® « n d MK^rs i v^^) . (is) 

j—l i—1 i—1 

Explicitons ceci : le terme de gauche de l'inégalité est exactement le terme de gauche de l'inégalité 
de la proposition 5.3 de [2ÏÏj. En effet, les (pij sont des morphismes non nuls à valeurs dans les 
variétés abéliennes simples Ai de dimension gi. Donc gi — T^gfij ce qui donne bien le membre de 
gauche de l'inégalité. Le membre de droite de lfT8|) s'obtient en suivant la preuve de la proposition 
5.3 de [IH] : plus précisément, dans le volume vol {Ni R / Ni) apparaît avec un exposant 
2gi/di. Mais nous sommes dans le cas particulier de variétés abéliennes de type CM, donc 2gi/di — 
1. La dernière inégalité correspond à la fin de la preuve de la proposition 5.3 de : on applique 
ses formules (1) et (2) p. 539 et on utilise que le point P est de hauteur bornée. 

En utilisant la définition de 'y{Ai) on a 

I A,(i^)to,, |« 

ceci étant valable pour tout e, le signe <^ dépenant de e (nous choisirons à la fin e suffisamment 
petit). Avec l'inégalité (fT5|) . ceci nous donne 



.1=1 



« UErii7(A.)+e-Q^-l (19) 



=1 



Conclusion de la preuve de l'étape 1 : application de notre théorème 11.11 

En appliquant notre théorème 11. Il on peut maintenant relire la proposition 5.2, page 541, de |29j : 
grâce au théorème 11. Il on améliore l'estimation faisant intervenir la minoration de la hauteur des 
points Qij. On obtient ainsi (rappelons à nouveau que dans notre cas de type CM, gi/di = 1/2) : 

m 

Y[vf >csDn^D-i. (20) 

i=l 

Détaillons l'obtention de cette inégalité : on suit la preuve de la proposition 5.3 de [29]. Comme il 
l'explique, son appendice fournit une famille Qij telle que 

m Si m g. m 

i—1 j—l i—1 i—1 

Ensuite, là où il applique la conjecture de Lehmer relatif, nous appliquons notre théorème ll.li 
obtenant ainsi 

m Si 

WXlKQ^.,)'^ » i^n^(l0gd„D„)-"(3^ 
i=lj=l 

Il ne reste plus qu'à estimer le terme logarithmique, ce qui se fait précisément en appliquant notre 
corollaire 14.11 

En regroupant les inégalités (jlSp et (j20p , on obtient finalement que D est majoré polynomialement 
en fonction de Dn si et seulement si 

m 

Ç>I]7(A.)- 

i=l 

Or par construction de g, on sait que q > r', donc en prenant r' > Y^i li^i) ^ bien la 
conclusion voulue, ceci achève la preuve de l'étape 1 intervenant dans la démonstration de la 
proposition 14.11 □ 
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4.2.3 Preuve de l'étape 2 

On reprend ce qui est fait au paragraphe 7 de l'article [29j de Rémond, en remplaçant it^tors et 
-Dtors par Kn et Z?„. Tout marche pareil : les points de torsion intervenant sont des points de 
A{K)toTs, donc en particulier définis sur Kn- Ceci entraine que £>„ est borné dès que r' > 2 et 
conclut donc la preuve de notre proposition 14. Il 

4.3 Conclusion 

Nous expliquons maintenant comment conclure la preuve du théorème 11.31 Comme indiqué au- 
paravant, nous avons besoin pour conclure d'un raffinement des bornes sur la torsion dans les 
variétés abéliennes de type CM. Dans cette direction, nous obtenons dans le corollaire 1.2 de [57] 
le résultat suivant : 

Théorème 4.1 [27] Soit A/Kq une variété abélienne de dimension g, simple et de type CM. On 

' - 2 + log25 

où log2 dénote le logarithme en base 2. 

Si A est (isogène à) une puissance d'une courbe elliptique CM., alors le théorème précédent et la 
proposition |4?T] permettent de conclure. On suppose désormais que A est (isogène à) une puissance 
d'une variété abélienne simple de type CM. Ai de dimension gi supérieure à 2. 

On constate que dès que gi est strictement supérieur à 1, le théorème 14. Il entraîne en particulier 
7 (Al) < gi ce qui est meilleur que la borne de Masser. Néanmoins en appliquant la proposition 
14.11 ceci ne permet a priori que d'obtenir la finitude de l'ensemble 

A^si] n X(K^). 

On utilise donc pour conclure le lemme trivial suivant : 

Lemme 4.2 Soit G un sous-schéma en groupes de A = Y[iLi^7'' étant de dimensions 

respectives gi. Si G est strictement inclus dans A, alors sa codimension vérifie 

codim(G) > min gi. 

l<i<m 

Démonstration : Soit la composante connexe de l'identité de G. C'est une sous- variété abélienne 
de A. Elle est donc isogène à un produit de A^' . Comme G est strictement inclus dans A, il existe 
i G {1, . . . , m} tel que Si < — 1. Ceci conclut. □ 

Corollaire 4.2 Soit A = YiiLi ^"S ^es Ai étant de dimensions respectives gi. On suppose que A 
est de dimension supérieure à2. On note A^^^ = Ucodim(G)>r ^(-^)' '"^ '^o^e^min = niini<i<m p^. 
On a 

^[2] ^ ^[max{g„i„,2}]_ 

Démonstration : C'est évident par le lemme précédent. □ 

On termine maintenant la preuve du théorème 11.31 : soit Ai / Kq une variété abélienne de type 
CM. de dimension gi > 2. Soit n > 1 un entier et soit X une courbe transverse dans A = A^. 
On sait par ce qui précède que yl^^il n X{Ko) est fini. Le corollaire 14.21 permet donc de conclure : 
l'ensemble ^I^] p X(K^) est fini. □ 



Remarque 4.10. Notons que dans le théorème 11.31 le cas le plus difficile est le cas où Ai est 
de dimension 2. En effet, si Ai est de dimension supérieure à 3, notre théorème 14.11 permet de 
conclure sans avoir à utiliser le raffinement sur le problème de Lehmer. Par contre en dimension 
2, on peut voir que 7(^1) = | (cf. la proposition 1.1 de [27]) et dans ce cas, l'utifisation de notre 
théorème 11.11 est indispensable. 
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5 Preuve du théorème 11.21 



5.1 Une petite réduction géométrique 

Lemme 5.1 Soient X/K est une variété projective de dimension g et Li, . . . , Cg des fibrés en 
droites amples. On a l'inégalité 

{c{)...{ci)<{c,-...-Cgr . 

Démonstration : Il s'agit d'une généralisation en dimension g d'un résultat bien connu pour les 
surfaces, découlant du théorème de l'indice de Hodge. Cette généralisation est elle même bien 
connue des spécialistes (cf. par exemple l'exercice 6 p. 50 de [T4]). Ceci se prouve par récurrence 
sur g en se ramenant en dimension inférieure (jusqu'à la dimension 2) grâce au théorème de Bertini. 
□ 

On note N la forme quadratique définie positive sur End(A) (g) M déduite de l'involution de Rosati 
(correspondant au fibré ample C). On note || • || = \/ N{-) la norme qui s'en déduit. 

Corollaire 5.1 Soit a une isogénie de A/K . On note n son degré, et [n] l'isogénie correspondante. 
On a 

\\[n]\\<{C^y-^\\ar. 

Démonstration : Rappelons que par définition (cf. [21j p. 192 avec un facteur de renormalisation 
2g), on a 

N{a)^^{a*C-Ca-^), et n = àcga = ^{a* ■ 
On applique le lemme [ÏÏTT] précédent avec Ci = a* C et Ci ~ C pour z > 2. On en déduit 

n < ^{a*Cr{ar-' < ^ {a*C ■ C^-'Y = {C^y-^Niar. 

Le degré de l'isogénie [n] se calcule explicitement : c'est le poids q([n]) — de cette isogénie 
admissible. Ceci permet de conclure. □ 

5.2 Preuve du théorème 11.21 

Soit A/K une variété abélienne simple de type CM. de dimension g. On note que pour tout entier 
n > 1 et pour tout entier positif r, on a i^(^"[r]) = i4r(^[7-]). On donne tout d'abord un résultat 
de comparaison de degré dont nous aurons besoin dans la suite. 

Lemme 5.2 II existe une constante strictement positive ci, ne dépendant que de A/K et n, telle 
pour tout entiers positifs m et r, en notant Km = K{A[m\), K^r = K(A[mr]) et T un point de 
torsion de A" d'ordre exactement r, on a 

deg{KmiT)/K) < deg{Krar/K) < Cl degiKrn{T)/K)'''a\ 

Démonstration : Il suffit bien sur de montrer l'inégalité de droite. On note g la dimension de A et 
on distingue pour cela deux cas. Si r > m, alors 

deg{Km{T)/K) > àcg{K{T)/K) > cir^ d'après le (1.1) de Silverberg [36] 

1 1 
> ci(rm)4 > Cl deg{Kmr/K)^^ d'après le lemme HTTl 

Par ailleurs, dans l'autre cas, si m > r, on a 

deg{Krn{T)/K) > dcg{Km/K) > cim^ > ci(mr)3 > ci degiKmr/ K)^ 
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par le même argument. Ceci conclut. □ 



On passe maintenant à la preuve du théorème 11.21 Pour cela on raisonne par récurrence sur la 
dimension n. Si n = 1, il s'agit du théorème 11. Il On suppose donc le résultat vrai au rang n — 1 > 1 
et on veut le montrer au rang n. On suppose par l'absurde que le résultat est faux en dimension 
n. Ainsi, il existe un point P = {xi, . . . ,Xn) € A'^{K) et une sous-variété V de A" définie sur 
K,n = K{A[m]) tels que 

Kup,<c,„r..,;;(»^)*'. 

Comme le point P est un point if-rationnel de V, on a nécessairement Sc,Krr,{P) ^ ^inc- Ainsi 
l'inégalité [2T] précédente nous donne : 

hcAP)<Co{n) Sc^JP) j • (22) 

On voit ainsi que l'on est bien dans la seconde partie de l'alternative du théorème 11. Il Ainsi, il 
existe une sous- variété de torsion stricte B /Km de A" dont le degré est majoré par 

deg£ < ciA/K, £, n) Ane (log[A„ : if] A„c)"'""'"^"^ ■ (23) 

On écrit 

Bk= U (H + aiT)), 

(y£Gal(K^{T)/K^) 

OÙ H est la composante connexe de l'origine de i? et T est un point de torsion de yl" d'ordre un 
certain entier positif r. 

On note 

A = {ipe Hom(A", ^) I H C Ker^} . 

Rappelons que l'on note N la forme quadratique définie positive sur End(A) (g) K déduite de 
l'involution de Rosati (correspondant au fibré ample C), et || • || = y/ N{-) la norme qui s'en déduit. 
En utilisant l'isomorphisme Hom(yl", A) ~ End(yl)", on mmiit Hom(yl", A) (g) K de la norme 

{fi,---,fn) ^ max ll/J 

l<i<n 

On note encore || • || cette norme. On note également Vol(A) le volume, pour la norme précédente, 
de (A (g) M)/ A. Par le théorème 2 de [B] on sait qu'il existe un élément ip non nul de A tel que 

ll^ll <c3(deg£iï)^^ 

En utilisant le corollaire 15.11 on voit que quitte à modifier C4, on peut en fait supposer que 
ip = (mi, . . . ,TO„) ovl les rrii sont les isogénies admissibles "multiplication par rrii" . (Il suffit de 
remplacer chacune des composante pi de (p par m; = (pi o ip^ on (pi est l'isogénie duale de (pi). 
Enfin, quitte à renuméroter, on peut supposer que 

\\ip\\ = TO„. 

On pose maintenant H' la composante connexe de l'origine de kert/j. Par construction H' contient 
H (car H est une variété abélienne contenue dans kertp). De plus A étant simple, la variété abélienne 
H' est paramétrée par 

$ : A""^ A'\ (xi, . . . ,x„_i) ^ ^TO„(xi), . . . ,m„(x„_i), - ^ m.i{xi)^ . 

Quitte à remplacer T par (j{T), on peut supposer que P G H + T. On se donne maintenant 
y e $-i(P - T) et V = $-i(F - T). 
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Lemme 5.3 Avec les notations précédentes, les propriétés suivantes sont vérifiées : 

1. V C 

2. V est incomplètement définie sur K^r dans A"~^ par des équations de degré inférieur à 

2"||</Pf Ane 

3. yeiVT- 

Démonstration : Les points 1. et 3. sont faciles. Pour le point 2., les composantes de $ étant 
admissibles, on voit (cf. pjj lemme 6 (iii)) que V est incomplètement définie par des équations 
de degré majoré par 





i , 


n-l 




max < 












i=l 





Ane < 2"m;;Anc = 2"M'Din. 

La minoration de hauteur découle des inégalités suivantes : 

n 



> ^hci^,{y)) ^ ^hcimniyi)) 



i=l 



>rnlhc^_,{y) = \\^fhc„^,{y)- 



Ceci conclut. 



□ 



Ce lemme nous permet de terminer la preuve par récurrence : par hypothèse de récurrence, il 
existe une constante c{A/ K, C,n — 1) strictement positive telle que 



M-^hcAP)>hc^_Ay)> 



z{A/K, £, n - / loglog {[K^^ : K]n\\^fD,,,,) ' 
\ log([X„,, :i^]n||(^||2A„c) 



K,{n — 1) 



2"||^||2A, 



En utilisant la majoration de ||(^|| en fonction de deg£ iî, en utilisant le lemme [5?^ et en utilisant 
également l'identité 

deg^B^ [X„,(T) :if„]deg£iï, 



on obtient : 



hc„[P)> ^ (log( X„ : ifndeg^BAnc)) 



On utilise maintenant l'inégalité et le fait que «(n) — «(n — 1) > pour conclure. 
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A Appendice 



On montre ici que la première partie de la conjecture de Lehmer abélienne 11.11 (minoration des 
points engendrant la variété abélienne en terme de l'indice d'obstruction), formulée dans [12j 
entraîne la seconde partie de cette conjecture (minoration des points non de torsion en fonction 
du degré du point et de la dimension du plus petit sous-groupe algébrique contenant le point) . De 
même pour le résultat non-conjectural, ce qui permet d'améliorer le précédent meilleur résultat 
connu, dû à Masser [19] , pour la minoration des points d'ordre infini sur les variétés abéliennes de 
type CM. Par ailleurs on montre que la conjecture de Lehmer abélienne entraîne la conjecture de 
Lehmer abélienne multihomogène a priori plus forte, telles qu'elles sont énoncées dans |12j . On 
montre également que toute avancée en direction de la conjecture de Lehmer entraîne une avancée 
similaire en direction de la conjecture multihomogène. En utilisant le résultat principal de [12] on 
en déduit, en direction de la conjecture multihomogène, une minoration optimale aux puissances 
de log près dans le cas des variétés abéliennes de type CM. 

A.l Sur la conjecture de Lehmer sur les variétés abéliennes 

En utilisant le théorème de David et Hindry jl2| . on obtient un résultat, optimal aux puissances 
de log près en direction de l'inégalité ^ du problème de Lehmer abélien f conjecture 11. ip . 

Théorème A.l Si A/K est de type CM., alors il existe une constante strictement positive 
c{A/ K, C) telle que pour tout point P G A{K) d'ordre infini, on a 

où D = [K(P) '■ K], où go est la dimension du plus petit sous-groupe algébrique de A contenant P 
et o««:(go) = (2<?o(go + l)!)'"+'. 

Démonstration : C'est une conséquence immédiate du corollaire 2 de |25j appliqué à la variété 
V = {P} image schématique de P dans A sur K . On peut faire une preuve directe (ce qui permet 
d'utiliser le résultat principal de ^12j sans avoir à faire intervenir en plus leur remarque utilisant 
l'indice d'obstructioro) : on commence par le cas ori A = Y[i=i ' étant des variétés 

abéliennes simples deux à deux non-isogènes et où C est le fibré en droites ample et symétrique 
associé au plongement 

n n 
i=l i=l 

les Ai étant plongées dans P^^ par des fibrés en droites Ci très amples et symétriques. On note G 
le plus petit sous-groupe algébrique contenant V . On note G° la composante connexe de l'identité 
de G. C'est une sous- variété abélienne de A et elle est donc isogène k B = 0"=! -^t' où < Si < r;. 
On note alors n : A ^ B une projection naturelle obtenue par oubli de certaines coordonnées, de 
sorte que tt^q est une isogénie. Montrons que l'on est dans les conditions d'application du théorème 
principal de |12] en prenant comme variété abélienne B et comme point 7r(P). 

Si 7r(P) est d'ordre fini modulo une sous-variété abélienne stricte de B, en notant H le plus 
petit sous-groupe algébrique contenant 7r(P), on a dimiî < dimi?. Ainsi Gi = G nTr^^{H) est un 
sous-groupe algébrique strict de G (car tt^q est une isogénie), contenant V . Ceci est absurde. 

Si 7r(P) est d'ordre fini, comme n est une isogénie, le point P est aussi d'ordre fini. Ceci est 
absurde. 

Finalement, 7r(P) est un point d'ordre infini modulo toute sous-variété abélienne de B. On peut 
donc appliquer le théorème principal de |12| . Par ailleurs, la hauteur et le degré sont définis 

^remarque maintenant justifiée par le présent article. 
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relativement aux plongements 

n n n n 

i—l i—1 i—1 i—1 

De plus l'application tt : Y[i=i ^ Y[^=i ^n- la projection linéaire définie par oubli de 
coordonnées. Dans ce cas, et pour ces plongements (en notant h^^ la hauteur de Néron- Tate de 
B et hjsi celle de A dans ces plongements), on a 

hNn{TT{P)) < îiNiP) et deg7r(F) < degP. 

Ceci nous donne 

hN{P) > hNg{TT{Pj), d'où par le théorème de [121, 

c{B,Nb) , / r>\\-K{ga) c{B,Nb) , n\-K(go) 

> — (log2deg7r(P)) > — (log2degP) ^'^ ' . 

(deg7r(P))9Ô (degP)9Ô 

> ^'("^'^1 (log2degP)'"^g°\ 
(deg P) 90 



oit on a pris pour c'{A^ N) le minimum des c{B, Nb) quand Si varie dans |0, r^]. 

Dans le cas général, la variété abélienne A est donnée avec une isogénie p vers la variété abélienne 
B — nr=i ^i'- p d'ordre infini de la variété abélienne de A. Le point Q = p{P) est un point 
d'ordre infini de la variété abélienne de B. Il résulte facilement de la preuve de la proposition 14. 
de [22] qu'il existe c'{A, C) tel que 

hc{P)>c'{A,C)hM{Q). 

Ainsi en appliquant le résultat précédent, on en déduit presque l'inégalité voulue : il faut encore 
remplacer le degré deg Q par deg P. Or deg Q < deg P. Ceci permet de conclure. □ 

Remarque A.ll. Ce résultat améliore le meilleur résultat précédemment connu, dû à Masser qui 
obtient dans [TH], pour tout point P d'ordre infini de A{K) : 

hr(P)>'-^^l^ 



En faisant la même preuve et en appliquant la partie (|T]) de la conjecture 11. Il au lieu du théorème 
de [12] , on obtient le 



Corollaire A.l La partie de la conjecture \l.l\ entraîne sa partie @). 



Remarque A. 12. Si au lieu du théorème de David-Hindry, on applique la conjecture 1 1 . 2 1 sur le 
problème de Lehmer relatif, on peut partout remplacer le symbole D par I?tors dans ce qui précède. 



A. 2 Sur la conjecture de Lehmer multihomogène sur les variétés abé- 
liennes 

Soit A/K une variété abélienne de dimension g. Quitte à augmenter un peu K (cf. par exemple 
|25j lemme 1), on peut supposer (et on suppose) que tous les endomorphismes de A sont définis 
sur K. On note hc la hauteur de Néron- Tate sur A{K) associée à un diviseur ample et symétrique 
C. Pour tout entier positif n on pose = fibré en droites symétrique ample sur A" et on 
note hc„ la hauteur de Néron- Tate associée. On commence par un lemme. 
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Lemme A.l Soit (Pi, . . . ,Pn) un point de A^{K). On a 

n 
i=l 

Démonstration : C'est une conséquence formelle des propriétés de fonctorialité des hauteurs de 
Weil et de la définition de la hauteur de Néron- Tate. □ 

En utilisant ce lemme, on démontre le résultat suivant : 

Théorème A. 2 Si A/K est de type CM., alors, pour tout entier n G N il existe une constante 
c{A/K,£,n) > telle que pour tout point (Pi,...,P„) G A'^{K) d'ordre infini modulo toute 
sous-variété abélienne stricte de A^, on a : 



oùD = [K{Pu...,Pn):K]. 



Démonstration : Soient ai, . . . , a„ des entiers strictement positifs et Qi, . . . , Q„ des points de A{K) 
tels que pour tout i, Pi = UiQi. On a 

n n 

hcAQi, ■■■,Qn)= Yj'dQi) = J2 o-fhciPi), 

i=l i=l 

et, 

[K{Q^,...,Qn):K\k < {fi x---xal^DY . 
Le théorème de David-Hindry nous donne alors 



On pose maintenant, pour tout 1 < i < n, 

13h{Pi) 



4mmjh{Pj) 

Pour tout i, on a a;j > ^ et a;j > a? > ^. Ainsi, 



et ai = [v^- 



Donc, 

n 

mmhciPj) > cio{A/K,C,n)y^a-^hc{Pi) 



[I\i=iai)D9^ \ i=i 



ai 



> 4cn(A/ir,An)min,/;.(P,) (.^^.^frV^''' 
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Par ailleurs, on a la majoration 



/ 13 \ - 

Or on peut toujours supposer que les hc{Pi) sont inférieurs à 1, donc, 

' 13 \ 



log fli < n log 



i=l 



2 min," hc [Pj 



Ainsi, 



On en déduit que 



log 2i?[]a, < 77 log 



2 minj hc{Pj) 



Le point (Pi, . . . , P„) étant d'ordre infini modulo toute sous-variété abélienne, les points Pi sont 
en particulier d'ordre infini sur A. Le résultat inconditionnel de Masser sur la minoration de la 
hauteur des points sur les variétés abéliennes, theorem de [20] . nous donne donc : 

log £^ < C2{A/K, £, n) \og2D. 

mmj hc(Pj) 

Ainsi, on en déduit 

ce qui conclut. □ 

Remarque A. 13. Si au lieu de faire appel au théorème 1.5. de [T^] dans la preuve du théorème 
IA.2l on applique la coniecture ll.il alors on en déduit le résultat suivant : 



Théorème A. 3 Soient A/K une variété abélienne de dimension g sur le corps de nombres K 
et C un fibré en droites symétrique ample sur A. Si la conjecture \1.1\ est vraie pour {A/K,C) 
alors, pour tout entier n N il existe une constante c{A/ K, C,n) > telle que pour tout point 
(Pi, . . . ,Pn) G A'^{K) d'ordre infini modulo toute sous-variété abélienne stricte de A", on a : 

oùD=[K{Pi,...,Pn):K]. 



Remarque A. 14. Les mêmes remarques qu'au paragraphe A.l précédent, concernant le rempla- 
cement de D par Z^tors s'appliquent. 

Remarque A. 15. En fait dans leur article [12], les auteurs formulent également une conjecture 
multihomogène du problème de Lehmer abélien. Plutôt que de supposer le point (Pi,...,P„) 
d'ordre infini modulo toute sous- variété abélienne stricte de A", ils supposent les points P,; liné- 
airement indépendants dans A. Précisément ils donnent la conjecture 1.6 suivante : 
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Conjecture A.l (David-Hindry) Soient A/K une variété abélienne de dimension g sur un 
corps de nombres et C un jïbré en droites symétrique ample sur A. Pour tout entier n € N il existe 
une constante c{A/K,C,n) > telle que pour tout n-uplet (Pi,...,P„) de points d'ordre infini 
dans A{K), End(A)-linéairement indépendants, on a : 

oùD=[K{Pi,...,Pn):K]. 

Dans la formulation de la conjecture lA.ll qu'ils donnent, David-Hindry écrivent "linéairement 
indépendants" sans préciser s'il s'agit de Z-linéairement ou de End(A)-linéairement indépendants. 
Il paraît préférable de préciser. En effet, si on comprend l'assertion "linéairement indépendants" 
comme Z-linéairement indépendants, alors la conjecture ET] est fausse comme le montre l'exemple 
suivant : on prend E/K une courbe elliptique à multiplication complexe par un corps quadratique 
imaginaire contenu dans K. On se donne a € End(i?) un endomorphisme qui n'est pas la multi- 
plication par un entier, on se donne également un point Pi d'ordre infini dans E{K) et pour tout 
n > 1, on choisit des points P„ tels que nP„ = Pi. Enfin on pose Qn = Q;(P„). Puisque Pi est 
d'ordre infini, les points P„ et Qn sont Z-linéairement indépendants. De plus on a 

HPnMQn) = ^^HPif, et Dn [K{Pn, Q„) : K] = [i^(P„) : K] < en"". 

Donc, 

Ceci montre que l'hypothèse "Z-linéaircment indépendants" est insuffisante. 

Par contre en supposant les points End(y4)-linéairement indépendants, la situation est bien meilleu- 
re. Précisément, on a le 

Théorème A. 4 La conjecture \l.l\ entraîne la conjecture \A.l\ 

Démonstration : Soit n > un entier. Au vu du théorème IA.31 la seule chose à prouver, est de 
montrer que l'hypothèse (i) : "les points (Pi,...,P„) sont End(A)-linéairement indépendants", 
entraîne l'hypothèse (ii) : "le point P = (Pi, . . . , P„) est d'ordre infini modulo toute sous- variété 
abélienne stricte de On va plutôt montrer que non(ii) implique non(i). Si non(ii) est vraie, 

alors, il existe un endomorphisme (f, non-nul, de A"' tel que (f{P) = 0. Or on peut écrire </?(P) = 
(<pi(P), . . . , (/3„(P)), 011 les sont des morphismes de vers A non tous nuls. On suppose par 
exemple que Lpi est non- nul. En notant -0^ la restriction de </3i à la î-eme composante de A", on 
obtient ainsi n endomorphismes de A, ^pi, . . . ,^n, non tous nuls et tels que 

n 

Autrement dit, les points Pi, . . . , P„ sont End(A)-linéairement dépendants. □ 

Enfin la même preuve permet de constater que le théorème IA.3I entraîne un énoncé analogue en 
remplaçant l'hypothèse "d'ordre infini modulo toute sous-variété abélienne stricte" par "End(^)- 
linéairement indépendants" . Ce dernier résultat à également été montré par Viada [3H] proposition 
4. dans le cas particulier oii A est une courbe elliptique. 
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